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混凝土等颗粒型材料的偶极效应分析

邵冬冬,章摇 青,夏晓舟

(河海大学力学与材料学院,江苏 南京摇 210098)

摘要: 考虑物质点的偶极效应,基于 Cosserat 连续体介质力学模型,把球形微颗粒推广到方形微颗

粒,推导出方形微颗粒对应的偶应力和曲率应变之间的线弹性关系,并提出了一种能考虑微颗粒倾

覆破坏的广义屈服准则。 编写了基于 Cosserat 连续体介质力学模型的有限元分析程序,进行了混

凝土试样单轴压缩试验和土体边坡稳定性分析的数值模拟。 研究结果表明,物质点的偶极效应确

实存在,且是材料发生应变局部化的直接原因。
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Dipole effect analysis of granular materials (such as concrete)
SHAO Dongdong, ZHANG Qing, XIA Xiaozhou

(College of Mechanics and Materials, Hohai University, Nanjing 210098, China)

Abstract: Within the framework of the Cosserat continuum medium mechanics model, the spherical micro particle
is extended and transformed into a square micro particle with consideration of the dipole effect of material points.
Based on the Cosserat continuum medium mechanics model, a linear elastic relationship between the couple stress
and the curvature strain for the square micro particle is derived, and a generalized yield criterion that can consider
the overturning failure of micro particles is put forward. With the finite element analysis program based on the
Cosserat continuum medium mechanics model, a numerical simulation was performed in order to analyze the
concrete specimens under uniaxial compression and the soil slope stability. The results show that the dipole effect of
material points indeed exists, and it is a direct cause of strain localization of materials.
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传统连续介质力学广泛应用于当今各个领域,但在微细观领域,由于尺度效应广泛存在,其适用性受到

制约。 为了正确而有效地解释尺度效应,偶应力逐渐成为力学研究的热点。 早在 19 世纪法国 Cosserat 兄
弟[1]就提出了偶应力理论,即每个颗粒形变时不仅产生位移,还伴随着转动。 在基于 Cosserat 连续体理论的

有限元方法中,除引入线位移自由度外,还另加入独立于线位移的相对转动自由度。 基于 Cosserat 连续体理

论进行的数值模拟计算,能有效模拟变形局部化效果并消除了网格依赖性[2]。 该理论在分析特定材料[3鄄5]

和特定物理现象[6]时,表现出很高的求解精度和良好的模拟效果。
混凝土、岩体等高度非均质材料形成的颗粒夹杂相形状大小各异,只用球形或圆形来模拟混凝土颗粒等

过于单一。 本文在 Cosserat 连续体介质力学模型的框架下,把球形微颗粒推广到方形微颗粒,建立考虑方形

微颗粒偶极效应的偶应力与曲率应变之间的线弹性关系,在此基础上,提出一种能考虑微颗粒倾覆破坏的广

义屈服准则。

1摇 考虑物质点偶极效应的基本方程

物质点被赋予内禀尺度,其广义应力状态如图 1 所示,图中 滓ij为应力张量分量,滋ij为偶应力张量分量,
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因此平衡方程还包括旋转平衡,即
滓ij,i + b j = 0 (1)

滋ij,i + eijk滓ik + 追 j = 0 (2)
式中:b j———体积力分量;追i———体力偶分量;eijk———置换符。

与经典连续体相比, 剪应力互等定理已不再成立[7],由于与曲率能量共轭的偶应力的出现,角动量的守

恒将产生不对称的应力张量。

图 1摇 细观物质点的广义应力状态

Fig. 1摇 Generalized stress state of meso material point

几何协调方程:
着ij = u j,i + ejik棕k (3)

字 ij = 棕 j,i (4)
式中:着ij———应变张量分量;棕k———旋转向量分量;字 ij———
曲率张量分量;棕 j,i———对旋转向量求偏导。 当不考虑旋

转向量的影响时,协调方程退化为连续介质力学的几何

方程。 应变张量 着 不仅与位移有关,同时与旋转向量也

存在关系。
本构方程:

滓* = D*着* (5)
式中:D*———Cosserat 物质点的弹性矩阵。 写成分量形式为

滓ij = Dijkl着kl

滋ij = Hijkl字
{

kl

(6)

式中:Dijkl———应力与应变之间的弹性矩阵分量形式;Hijkl———偶应力与曲率(扭率)应变之间的弹性矩阵分

量形式。

2摇 物质点的弹性矩阵

对于球形物质点,给定其内禀特征尺度,即直径 ld,则偶应力 滋 与曲率(扭率)应变 字 之间的弹性矩阵 H
为[8]

H = diag 4Gl2d 4Gl2d 4Gl2d 2Gl2d 2Gl2d 2Gl2d 2Gl2d 2Gl2d 2Gl2[ ]
d

(7)

式中:G———细观物质点的剪切模量。
对于方形物质点,应在其局部坐标系下建立本构方程。 在局部坐标系下,对于三维问题,物质点的广义

应力分量为

滓* = 軍滓 軈[ ]滋 T (8)
广义应变分量为

軈着* = 軈着 軃[ ]字 T (9)
则局部坐标系下的本构方程可写为

軍滓
軈{ }滋 =

軍D 0
0 軍

é

ë
êê

ù

û
úúH

軈着
軃{ }字 (10)

其中弹性矩阵 軍D 的具体形式如下:
軍D = diag D1 D2 D2 D[ ]2 (11)

其中 D1 =
2GC1 2GC2 2GC2

2GC2 2GC1 2GC2

2GC2 2GC2 2GC

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

1

摇 摇 D2 =
G + Gc G - Gc

G - Gc G + G
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

c

C1 = 1 - 淄
1 - 2淄摇 摇 C2 = 淄

1 - 2淄
式中:Gc———Cosserat 剪切模量;淄———泊松比。

对于方形物质点,给定其内禀尺度,即长 la、宽 lb 和高 lc,则偶应力 軈滋 与曲率(扭率)应变 軃字 之间的弹性矩
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阵 H 为

H = diag G茁1 lc G茁2 lc G茁3 lb
El2c
12

El2b
12

El2c
12

El2a
12

El2b
12

El2aé

ë
êê

ù

û
úú12

(12)

式中:E———细观物质点的弹性模量;茁1、茁2、茁3———方形截面杆的扭转形状参数,根据该截面长宽(长高或宽

高)之比来定,具体数值可由弹性力学[9]中方形扭转杆的解答给出。

3摇 考虑物质点偶极效应的广义屈服准则

可直接采用截断型摩尔-库伦屈服准则[10-11]描述细观物质点拉裂与滑移 2 种极限状态,但由于偶应力

的存在导致剪应力不互等,其莫尔圆如图 2 所示(滓S 与 滓N 分别代表切向应力和法向应力)。

图 2摇 细观物质点的莫尔圆

Fig. 2摇 Mohr爷s circle of
meso material point

为了方便,把应力张量分成对称部分和反对称部分[12],其中对称

部分就是传统意义下的应力张量,又可分解成偏量和球量,因此反映

拉裂和滑移的截断型莫尔-库伦屈服准则直接利用对称部分套用即

可。 为了数学上的方便处理,在对称应力张量空间下,可采用 DP
(Drucker鄄Prager)屈服准则[13]来反映;对于倾覆这种极限状态,在偶应

力空间下描述要比反对称应力张量空间下方便,因为达到倾覆屈服

后,偶应力与扭率、曲率应变之间的关系可直接套用应力-应变关系来

处理。
对于倾覆或滚动的极限状态可引入静摩阻系数 啄max,如果对于平

面应变问题,球形颗粒的极限平衡状态应为

(子xv - 子vx) l 臆 (c + 滓N)啄max (13)
式中:子vy、子vx———平面内的剪应力项;l———内禀尺度;c———材料的黏聚力;啄max———砂浆强相颗粒相对于弱项

颗粒的静摩阻系数。
空间问题的长方体颗粒相对复杂些,考虑到棱角带来的肋性效应,对摩阻系数加以修正,将应力空间下

DP 屈服准则推广到偶应力空间,即:

d字pij = d姿 鄣渍
鄣滋ij

(14)

渍 = 琢I滋1 + J滋2 - k = 0 (15)
鄣I滋1
鄣滋ij

= [1 1 1 0 0 0 0 0 0] T (16)

鄣 J滋2

鄣滋ij
= 1
2 J滋2

s滋xx s滋yy s滋zz s滋xy s滋yx s滋yz s滋zy s滋zx s滋[ ]xz
T (17)

s滋xx s滋xy s滋xz

s滋yx s滋yy s滋yz

s滋zx s滋zy s滋
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滋xx - 滋m 滋xy 滋xz

滋yx 滋yy - 滋m 滋yz
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(18)

滋m =
滋xx + 滋yy + 滋zz

3 (19)

鄣渍
鄣滋ij

= 琢
鄣I滋1
鄣滋ij

+
鄣 J滋2

鄣滋ij
(20)

其中 I滋1 = 滋xx + 滋yy + 滋zz 摇 摇 琢 =
3啄max

9 + 12啄max

摇 摇 k =
3clc

9 + 12啄max

J滋2 = 滋xx滋yy + 滋yy滋zz + 滋zz滋xx - 滋xy滋yx - 滋yz滋zy - 滋zx滋xz

式中:姿———实常数。 s 表示对相应变量求偏微分。
对于对称应力空间,弹塑性部分的应力增量计算同连续介质力学处理方式一样。 对于偶应力空间,采用

理想塑性模型,同样采用广义中点法[14]算出该迭代步的真实偶应力,然后代入平衡方程(2),算出真实的反

对称应力部分。
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4摇 算 例 分 析

通过编写的基于 Cosserat 连续体介质力学模型的有限元分析程序,进行混凝土试样单轴压缩试验的数

值模拟,并应用于边坡稳定性分析计算。
4郾 1摇 混凝土试样单轴压缩

某一平面应变条件下的混凝土板,大小为 40 cm伊40 cm,上下端放置刚性板,施加位移荷载,即接触面上

各节点水平位移为 0,垂直位移相同,取 1 / 4(20 cm伊20 cm)进行模拟。 材料参数为:E = 30 GPa,滋 = 0郾 17,c =
3 MPa,啄max =1 mm。 图 3、图 4 分别为顶部受垂直指定位移 0郾 04 cm 时试样的变形图及微颗粒旋转位移图。

图 3摇 试样变形

Fig. 3摇 Deformation patterns of specimens
图 4摇 旋转位移等效云图

Fig. 4摇 Equivalent image of rotational displacement

从图 3 可以看出模拟过程中随着压力的逐渐增加,混凝土在受压方向(面内)发生压缩变形的同时产生

横向膨胀,混凝土颗粒发生微旋转(图 4),物质点的偶极效应确实存在。
从图 5 和图 6 可以看出在云图发展区域塑性应变相对集中在试样对角线。 考虑压应力与剪应力的关

系,一般工程材料满足 子s =(0郾 56-0郾 6)滓s,滓s 为压应力,子s 为剪应力。 算例中得到的剪切塑性应力的值超过

上述范围,因此剪切破坏优先发生。

图 5摇 等效塑性应变

Fig. 5摇 Equivalent plastic strain
图 6摇 等效塑性应力

Fig. 6摇 Equivalent plastic stress

由于物质点存在偶极效应,即剪切导致混凝土颗粒旋转,产生局部化变形。 等效塑性应变在加载过程中

不断发展,在由屈服到破坏过程中达到峰值,最终导致试样发生破坏产生局部变形。 从细观层面考虑:一方

面,随着剪切应力的逐渐变大,打破了微颗粒的平衡状态,使之发生旋转,激活了颗粒的旋转自由度;另一方

面,颗粒的微旋转又加速了局部化变形。 由此可推断出物质点的偶极效应存在,且是材料发生应变局部化的

直接原因。
4郾 2摇 边坡稳定性分析

土体材料具有明显的峰值和残余强度,存在应变软化行为,导致土体的边坡稳定性分析十分复杂。 在峰

值和残余强度之间,抗剪强度会随着应变的增长而迅速降低,产生非均匀的应变,导致抗剪强度非均匀变化,
最终发生渐进破坏。 为合理分析这种由应变软化引起的渐进破坏现象,采用基于 Cosserat 连续体介质力学

模型的有限元数值方法。
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取某土质边坡,底宽 40m,顶宽 30m,高 10m,材料参数为:E=50MPa,滋=0郾 3,Gc =G / 3, c=50 kPa,内禀尺度

l 分别为 1 mm、2 mm、5 mm3 种颗粒级别且随机分布。 假定材料进入塑性后服从线性应变软化规律[15]:滓=滓y =
滓y0+hp着p,软化模量 hp 取-150 kPa。 在边坡顶部添加刚性单元,使施加的荷载压力与实际相符(图 7)。

基于 Cosserat 连续体介质力学模型的有限元分析可以追踪渐进破坏过程,直到出现明显的破坏现象

(图 8),相比于传统有限元计算,效率更高,结果更为准确。 对于应变软化土体,在接近结构的极限破坏状态

时,采用方形微颗粒模型能够模拟出局部化破坏区域的位置及渐进破坏过程,进一步验证了物质点偶极效应

的存在与作用。

图 7摇 边坡模型

Fig. 7摇 Slope model
图 8摇 等效塑性应变演化过程

Fig. 8摇 Evolution process of equivalent plastic strain

5摇 结摇 摇 论

数据模拟证明,考虑物质点的偶极效应,在 Cosserat 连续体介质力学模型框架下推导出的基于方形微颗

粒模型下偶应力和曲率应变之间的线弹性关系,以及提出的考虑微颗粒倾覆破坏的广义屈服准则是正确可

行的。 通过编写基于 Cosserat 连续体介质力学模型的有限元分析程序,能够得到更加准确合理的结果。
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