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一种基于概率密度函数的 DEM 试样生成法

沈超敏,刘斯宏,张燎军,王怡舒,阚丽景,王子健

(河海大学水利水电学院,江苏 南京摇 210098)

摘要: 离散元模拟颗粒材料力学性能时,为保证生成数值试样级配曲线的连续性以及与所需级配

曲线的吻合性,基于概率密度函数法,提出一种用于制备颗粒流离散单元法数值试样的新方法。 定

义了级配的不匹配度参数,用来定量描述生成试样的级配曲线与原型级配曲线的偏差。 对比了该

方法和现有试样制备法,并讨论生成颗粒数目对生成试样级配曲线的影响。 结果表明,该试样生成

法能够模拟任意级配曲线的试样,且生成的数值试样级配曲线具有良好的连续性和光滑性。 随着

生成颗粒数目的增大,该试样生成法生成的试样级配曲线收敛于原型试样级配曲线。
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A specimen generation method for discrete element method based on
probability density function

SHEN Chaomin, LIU Sihong, ZHANG Liaojun, WANG Yishu, KAN Lijing, WANG Zijian
(College of Water Conservancy and Hydropower Engineering, Hohai University, Nanjing 210098, China)

Abstract: During the simulation of material mechanical properties of granular materials using the discrete element
method(DEM), in order to guarantee the continuity of the generated grading curve for the numerical specimen and
the conformity of the generated grading curve with the desired grading curve, a new method based on the probability
density function (PDF) was proposed to generate a numerical specimen of the particle flow DEM. A parameter to
describe the mismatch of grading was defined to quantify the deviation between the generated grading curve and the
original grading curve. A comparison of the proposed method and the existing method of specimen generation was
conducted and the influence of the particle number on the generated grading curve was investigated. The results
show that the proposed method can generate specimens of an arbitrary grading curve and the generated grading curve
has a high degree of continuity and smoothness. Moreover, as the number of generated particles increases, the
generated grading curve based on the PDF converges to the original grading curve.

Key words: material mechanical property; granular materials; particle grading curve; particle flow discrete
element method; specimen generation method; probability density function

摇 摇 自 Cundall 等[1]将离散单元法(DEM)用来模拟岩土材料以来,离散单元法,尤其是将实际颗粒简化为球

形颗粒的颗粒流离散单元法,作为一种细观尺度研究颗粒体材料力学性能的工具,已经在岩土力学研究方面

获得广泛应用。 DEM 通过求解每个颗粒体的动力方程,能够给出颗粒体系统的所有几何和动力信息,从而

从细观的角度对颗粒体材料的力学特性进行分析。 显然,运用 DEM 进行研究时,数值试样的生成是一个重

要环节。 许多研究都表明生成试样的级配对颗粒体材料的力学性质有很大影响[2鄄7],良好的颗粒级配能够大

幅度改观颗粒体内部受力的均匀性,进而改变土体的受力变形特性。 因此,在制备 DEM 试样时有必要考虑
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颗粒的粒径分布。 然而,目前该方面的研究还比较少。 Cheng 等[8] 考虑了单一粒径的试样制备; Madadi
等[9]在研究不同级配的颗粒组构张量的关系时,考虑了 2 种不同粒径的试样混合和粒径呈均匀分布的试样;
Jiang 等[10]给出计算二维情况下指定级配试样的不同粒径的颗粒数目的公式:

Ni =
P i

r2i P
N (1)

其中 P = 移
n

i = 1

P i

rsi
式中:Ni———第 i 粒径组颗粒数;i———粒径组数;P i———粒径组 i 的质量百分数;ri———第 i 粒径组代表粒径;
N———颗粒总数;n———粒径组数目;s———参数,二维情况下 s=2,三维情况下 s=3。

式(1)用若干组有代表性粒径的颗粒来代替所有的粒径,能够模拟大多数考虑级配的颗粒流离散单元

试验。 然而若要用该方法尽可能精确地匹配原型级配,只有通过增加粒径种类来实现,当颗粒粒径分布较宽

广时该方法制备较为繁琐,且获得的级配曲线呈明显的阶梯状。 迄今为止,在制备数值试样时,对颗粒粒径

分布的研究仍未实现级配的连续性和光滑性。
现有的试样制备方法主要可以分为 2 类:第一类为静态生成法,即生成过程并不考虑颗粒的实际动力状

态。 其中一种具有代表性的静态生成法由 Cavarretta 等[11]提出,该方法旨在通过实际试样的物理参数(几何

特性、密度等)获取颗粒的位置、大小和形状信息,从而在这些位置放置所需大小和形状的颗粒。 该方法在

采集实际试样信息的过程中较为繁琐;Evans[12]给出了另一种静态试样制备法,开发了一种被称为简单顺序

抑制模型(SSI)的系统,可以顺序地在某一指定区域随机生成颗粒,如果颗粒之间发生嵌入,则颗粒之间会相

互排斥,当该区域内无法再容纳颗粒时,该过程停止。 这种方法能够按照指定级配生成松散试样。 另外一类

与静态生成法相对应,称作动态生成法,其在生成颗粒时就将颗粒的动力特征考虑在内,用颗粒在阻尼作用

下动态松弛的解取代静态解。 Jiang 等[10] 和 Cheng 等[8] 分别给出了 1 种具有代表性的动态试样制备法。
Jiang 等提出了多层制备法,将试样生成区域分成若干层,逐层随机生成松散试样,再逐层压实,并通过定义

均匀性系数来定量对比不同方法制备试样的均匀性,发现该方法能够消除压实过程导致的边界效应,因而有

较好的均匀性。 Cheng 等在颗粒流离散单元主程序中添加了重力作用,将随机生成的颗粒仅在重力作用下

达到压实效果。 总体而言,动态试样生成法的原理和 DEM 主体程序的原理相同,因而程序开发的难度较小,
应用也更为广泛。

鉴于目前的离散单元法不能生成连续级配试样的现状,本文基于概率密度函数法提出一种新的离散单

元试样生成法。 为了评价该试样生成法,定义了能够反映试样级配不匹配程度的参数,从而与传统试样生成

法进行了比较。

1摇 基于概率密度函数的试样生成法

1郾 1摇 颗粒粒径概率密度函数

某连续型随机变量的概率密度函数是一个描述该随机变量输出值在某个确定的取值点附近可能性的函

数。 对于取值区间为[x1,x2]的连续型随机变量 X,定义 X 在区间[x1,x]内出现的概率为 P(x),则可知 X 出

现在区间[x,x+驻x]内的概率为 P(x+驻x)-P(x)。 定义随机变量 X 的概率密度函数 p(x)为

p(x) = lim
驻x寅0

P(x + 驻x) - P(x)
驻x = dP

dx (2)

摇 摇 实际应用中,通常把一定尺寸范围的颗粒划分为一组,各种大小的粒组中颗粒的相对含量质量比为该试

样的级配[13]。 对某一给定的原型试样,假设试样颗粒的最小粒径和最大粒径分别为 D1和 D2,通常在半对数

坐标纸上以横坐标表示粒径,纵坐标表示小于某一粒径 D 的颗粒质量累计百分比来反映颗粒的级配,在本

文中,将小于某一粒径 D 的颗粒质量累计百分比用级配函数 渍(D)来表示。 图 1 中实线为某一典型级配曲

线,根据上述定义,粒径处于[D,D+dD]区间内颗粒质量百分比为 d渍。 故对于直径为 D 的颗粒,其数目为

dN(D) = d渍
籽dVM (3)

式中:籽———颗粒的密度;V———粒径为D的单个颗粒体积,在二维情况下V=仔D2 / 4;M———试样颗粒的总质量。
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图 1摇 试样级配函数及相应的粒径概率密度函数曲线

Fig. 1摇 Specimen grading function and
corresponding probability density function curve of

grain diameter

粒径为 D 颗粒出现的概率为

dP = dN(D)
N (4)

摇 摇 由(3)式可知:

N = 乙D2
D1

d渍
籽VM = 乙D2

D1

d渍
dD

1
籽VMdD (5)

摇 摇 因此,根据式(2)关于概率密度函数的定义,粒径为

D 的颗粒对应的概率密度函数为

p(D) = 1
N

dN(D)
dD =

d渍
dD

V乙D2
D1

1
V

d渍
dDdD

(6)

摇 摇 式(6)建立了级配函数和颗粒粒径概率密度函数的

关系。 可见,概率密度函数随着颗粒粒径 D 的增大而减

小,且小粒径颗粒的概率密度函数要比大粒径颗粒的概

率密度函数大得多。
以上算法是针对二维圆形颗粒,该试样生成法可以进行拓展。 对于三维的球形颗粒只需将式(3)中的

体积改为 V=仔D3 / 6。 同样,对于其他形状的颗粒,在知道其体积计算公式的情况下也只需类似地对式(3)中
的体积进行修改。
1郾 2摇 基于概率密度函数 p(x)的颗粒粒径计算方法

为了在算法上实现 X 符合概率密度函数为 p(x)的分布,一种可行的方法是采用 Neumann 提出的舍选

法[14],其算法步骤可以归结为:(a) 取 X 的最小值 x1 和最大值 x2。 (b) 选择某一 姿 值,使对任意 x沂[x1,
x2],满足 姿p(x)臆1。 (c)生成服从[0,1]分布的随机数 r1和 r2,令 y = x1+(x2-x1) r1。 (d) 比较 r2 和 姿p(y)
的大小,如果 r2臆姿p(y)则令 x= y,输出 x;否则剔除 r1和 r2,重新返回步骤(c)。 如此循环,产生随机数列 x1,
x2,x3,…,xn。
1郾 3摇 试样生成流程

本文对本课题组自行研发的离散单元法计算程序 DEAC 进行了二次开发,该程序开发原理详见文献

[15]。 图 2 为基于概率密度函数试样制备法(包括粒径生成和试样压实)的流程。 据此在 DEM 计算程序中

增加了相应的模块。
第 1 步:读入原型级配曲线数据,由用户指定需要生成的颗粒总数 N,并给定粒径的取值范围[D1,D2];

指定试样生成区域及初始密度。
第 2 步:根据式(6)计算需生成试样的粒径概率密度函数。 进入颗粒生成循环,每循环一次,生成 1 个

颗粒,直至生成 N 个颗粒,程序跳出循环。
第 3 步:试样压实。 待颗粒在重力和摩擦阻尼作用下逐渐静止后,在试样顶部放置一块水平加载板,并

逐渐施加竖向荷载,直至试样趋于设定的密实度。
需要说明的是对采用 SSI 模型(如 PFC 软件)获得预期密度试样的读者,本文的试样生成法依然可行,

只需将步骤 3 替换为 SSI 模型以提高计算效率。 笔者在步骤 3 中采用加载板压实试样的方法只是为读者提

供一种 SSI 模型的替代选择,目的是降低颗粒流离散单元软件开发的难度。
1郾 4摇 算例

图 3 中的实线为某粗粒料试样的原型级配曲线,用多项式拟合得到其级配函数为 渍 = 0郾 000 8D3 -
0郾 101 2D2+4郾 822 2D+9郾 424 4。 设定在 0郾 3 m伊0郾 45 m 的长方形区域内生成 1 500 个二维圆形颗粒,粒径取值

范围为[2郾 5 mm,60 mm]。 由式(6)计算得到对应于该级配函数的颗粒粒径概率密度函数为

p(D) = 0郾 001 8 - 0郾 150 7
D + 3郾 589 9

D2 (7)

摇 摇 按前述方法随机生成粒径符合该概率密度函数的颗粒。 试样压密过程中采用的 DEM 计算参数为:颗粒

间法向接触刚度 kn =35 MPa,切向接触刚度 kt =12 MPa,颗粒间摩擦系数 滋=0郾 5,颗粒密度 籽=1900 kg / m3,阻

961



河 海 大 学 学 报 ( 自 然 科 学 版 ) 第 43 卷

图 2摇 颗粒制备流程

Fig. 2摇 Flowchart of particle generation procedure

尼系数 琢、茁、酌 皆设置为 8郾 0。 其中颗粒和边界的摩擦系

数在压密之前置为零,以减少试样的边界效应。 新生成

的颗粒被置于制备框的顶部从左到右逐层排列,颗粒在

其自重作用下自由下落至制备框底部,新生成的颗粒和

先期下落到底部的颗粒发生碰撞,来回弹起几次并落下

后与其他颗粒充分接触混合。 最后,颗粒在阻尼作用下

逐步趋于静止。 松散试样生成后,重新设定颗粒和边界

的摩擦系数为 0郾 45,同时为使试样内部应力均匀,将颗粒

的重力加速度置为零。 在生成区域顶部添加一块水平加

载板,对松散试样进行侧限压缩。 为保证试样的均匀性,
在侧限压缩过程中反复数次位移控制的加荷—卸荷—再

加荷的循环。

2摇 结 果 分 析

2郾 1摇 不同试样生成法对比

式(1)采用的方法理论上也可以生成任意级配的试

样,且可以通过增大代表粒径组数 n 来提高生成试样和

原型试样级配曲线的匹配度。 然而,在实际计算过程中

式(1)计算获得的第 i 粒径组颗粒数 Ni 经常会出现如下

图 3摇 不同制备法的级配曲线和原型级配曲线

Fig. 3摇 Grading curves of
different generation methods and

original generation method

2 种情况:(a)Ni 为大于 1 的非整数;(b)Ni 为小于 1 的非

整数,四舍五入后可能为零。 情况(a)可采取四舍五入后

的结果,然而当 Ni 的值较小时,结果的相对误差较大;情
况(b)只有通过减少代表粒径组数 n 加以避免,无法提高

生成试样和原型试样级配曲线的匹配度。 对于本文算例

中的原型级配曲线,为了避免情况(b)的出现,试算结果

表明 n 不宜大于 20。
图 3 对比了不同数值试样制备法的级配曲线和原型

试样级配曲线,其中点线为按式(1)生成的试样级配曲

线,代表粒径组数 n 取为 20,相当于相邻代表粒径组的粒

径差值为 3 mm;虚线为采用本文的概率密度函数法生成

的试样级配曲线。 不难发现后者与原型级配曲线的匹配

程度更好,且级配曲线比较连续、光滑。 图 4 对比了粒径

图 4摇 [11郾 5 mm,14郾 5 mm]区间内颗粒粒径分布

Fig. 4摇 Distribution of grain diameters in
interval of [11郾 5 mm, 14郾 5 mm]

区间为[11郾 5 mm,14郾 5 mm]的颗粒粒径数目分布情况。
可以看出,采用概率密度函数法生成试样的颗粒粒径分

散在整个区间,使生成试样的级配曲线较为连续;而采用

式(1)法生成的试样粒径集中在粒径为 13 mm 处,其他区

域无粒径生成。
为了定量描述生成的级配曲线与原型级配曲线的匹

配程度,定义 2 条曲线的不匹配度参数为

Ns =
乙D2
D1

琢(D) - 茁(D) dD

乙D2
D1

茁(D) dD
(8)

式中:琢(D)、茁(D)———生成试样级配曲线与原型级配曲

线,D沂[D1,D2]。
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显然,如果 2 条曲线完全重合,则有 Ns =0,Ns 越大表明 2 条曲线越不匹配。 根据如上定义,对于图 3 所

示的算例,按照式(1)方法的不匹配度为 0郾 173,按本文的概率密度函数的不匹配度为 0郾 068。 需要注意的

是,采用式(1)方法生成级配的不匹配度主要来自级配曲线的不光滑,而概率密度函数法生成试样的不匹配

度主要来自拟合曲线和原型级配曲线的误差,若采用较高的拟合次数或者采用插值法来描述原型级配曲线,
就可以进一步减少两者的不匹配度。

图 5摇 生成颗粒数对不匹配度 Ns 的影响

Fig. 5摇 Influence of
generated particle number on Ns

2郾 2摇 生成颗粒数对级配曲线匹配的影响

由于采用概率密度函数生成粒径具有一定的随机性,为了

保证生成试样级配与原型级配尽可能吻合,生成的颗粒数需要

足够多。 图 5 给出了生成颗粒数与生成级配的不匹配度的关

系。 可见,在试样的颗粒数较少时,生成试样的级配与原型级配

误差较大;随着生成颗粒数的增大,不匹配度减小,生成的级配

曲线与原型级配的吻合度提高,不匹配度最终随着颗粒数的增

大趋近于零。 也就是说,只要颗粒的数目足够多,不匹配度可以

任意小。

3摇 结摇 摇 论

a. 采用概率密度函数法可以生成任意级配的试样,生成的

试样级配曲线连续、光滑,且和原型级配曲线匹配程度较好。
b. 随着生成试样颗粒数的增大,概率密度函数法生成试样的级配曲线收敛于原型级配曲线。
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