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一种非最小相位系统的非线性控制器设计方法

金晓孝,王万成

(河海大学能源与电气学院,江苏 南京摇 210098)

摘要: 为解决非线性系统状态反馈线性化过程中出现的非最小相位问题,设计了一种非线性控制

器实现对非最小相位环节的有效控制;通过微分同胚映射将原非线性系统变换为线性化标准型形

式,此标准型由线性子系统描述的外部动态和由非线性子系统描述的内部动态(即零动态)构成;
基于极点配置和李雅普诺夫稳定性理论,给出了一种零动态不稳定系统(即非最小相位系统)非线

性控制器设计方法。 数值算例仿真结果表明,该方法所设计的控制器既能确保外部动态满足性能

要求同时也能保证零动态稳定。
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A nonlinear controller design method for non鄄minimum phase systems
JIN Xiaoxiao, WANG Wancheng

(College of Energy and Electrical Engineering, Hohai University, Nanjing 210098, China)

Abstract: In order to solve the non鄄minimum phase problem that arises from the nonlinear control method of state鄄
feedback linearization, a nonlinear controller was designed to control the non鄄minimum phase effectively. First,
through a differential homeomorphism transformation, the original nonlinear systems were transformed into a
linearization canonical form, which was composed of the external dynamics described by a linear sub鄄system and the
internal dynamics ( namely zero dynamics) described by a nonlinear sub鄄system. Then, a nonlinear controller
design method was developed for the non鄄minimum phase system, in which zero dynamics were unstable, based on
pole assignment and Lyapunov stability theory. Numerical simulations show that, not only can the controller
designed by the developed method meet the performance requirements of external dynamics, it can also guarantee
the stability of zero dynamics.

Key words: nonlinear controller; non鄄minimum phase; zero dynamics; differential geometry; exact feedback
linearization

近 30 年来,微分几何方法在非线性控制系统中得到了广泛的应用,形成了较完善的理论体系[1]。 通过

非线性坐标变换和相应的状态反馈将一个非线性系统进行输入输出线性化,再对线性子系统设计控制器是

一种有效的非线性系统控制方法,但是运用此方法的前提是要求非线性系统必须是最小相位的[2]。 然而,
具有非最小相位特性的非线性系统在实际工程中却广泛存在,例如化工系统[3鄄4]、鱼雷定深系统[5]、飞行器

俯仰控制系统[2]、水轮机调节系统[6]等,因此系统的非最小相位特性使得微分几何反馈线性化方法在实际

工程应用中遇到了极大挑战。 为此,Kravaris 等[7鄄8]通过输出重定义的方法解决了在输入输出线性化过程中

不能保证其内部状态稳定的问题,程代展等[9]利用中心流形定理对具有非最小相位特性的非线性系统设计

了控制器,袁德成等[10]提出了非线性辅助控制系统以解决对非线性非最小相位系统的控制器设计问题,
Okou 等[11]基于李雅普诺夫稳定理论对零动态不稳定的系统给出了控制器的设计方法。
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本文在文献[11]控制器设计方法的基础上,给出了一种改进的非最小相位系统的非线性控制器设计方

法,该方法消除了原方法中可能因扰动等因素使分母暂时为零而导致控制器失效的情况,同时该控制器在确

保外部系统满足性能要求的同时也能保证零动态的稳定,数值算例仿真结果验证了该方法的有效性。

1摇 非线性系统的精确反馈线性化

以下对基于微分几何的精确反馈线性化理论作一简要介绍[1,12]。 给定如下的单输入单输出非线性控制

系统:
觶x = f(x) + g(x)u
y = h(x{ )

(1)

式中:x———n 维状态列向量;f(x)、g(x)———状态空间中的 n 维光滑向量场;u———控制输入;y———被控输

出;h(x)———输出函数。
如果非线性系统(1)的相对阶为 r[1],则可以选择微分同胚映射:
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式中 渍i(x)满足关系 Lg渍i(x)= 0,同时要求 椎(x)在 x=x0 点处的 Jacobian 矩阵非奇异,可将非线性系统(1)
转换为下列线性化标准型:

觶z1 = z2
觶z2 = z3

左
觶zr = a(z,浊) + b(z,浊)u
觶浊 = q(z,浊)
y = z
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其中 z = ( z1,z2,…,zr) T 摇 摇 浊 = (浊1,浊2,…,浊n-r) T 摇 摇 a(z,浊) = Lr
f h(椎-1(z,浊))

b(z,浊) = LgLr-1
f h(椎-1(z,浊)) 摇 摇 摇 qi(z,浊) = Lf渍i(椎-1(z,浊))

摇 摇 线性化标准型(3)把系统分解为外部动态 z 和内部动态 浊 两部分。 定义 觶浊=q(0,浊) 为非线性系统的零

动态方程,如果零动态不稳定则称系统是非最小相位的。 令 a(z,浊)+b(z,浊)u= v,可见状态反馈控制 u=(v-
a(z,浊)) / b(z,浊)可使外部动态 z 线性化,但该控制使得内部状态 浊 变为不可观测的状态。

传统的控制方法是对线性化后的线性子系统按照线性系统理论来设计控制器,这样设计的控制器对于

线性部分的控制是有效的,但它并不能保证零动态 浊 稳定,甚至是发散的。 这将给系统安全运行带来严重

影响,而且由于控制能量的限制使得设计的控制器在物理上难以实现,所以必须采用一定的控制方法来克服

系统的非最小相位特性。

2摇 系统控制器设计方法

考虑非线性系统(1),首先按微分几何方法将其化为线性化标准型(3),然后将其中的非线性子系统部

分做下述处理:
觶浊 = q(z,浊) = Azz + A浊浊 + w(z,浊) (4)

其中 摇 摇 Az =
鄣q(z,浊)

鄣z (z,浊) = (z0,浊0)
摇 摇 A浊 = 鄣q(z,浊)

鄣浊 (z,浊) = (z0,浊0)
摇 摇 w(z,浊) = q(z,浊) - Azz - A浊浊

式中 z0、浊0 是线性化标准型的平衡点。
结合式(4),可将式(3)写成下列等价形式:
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其中 v = a(z,浊) + b(z,浊)u摇 摇 A =
Ar 0 r

Az A
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

浊

摇 摇 B =
0 r-1

1
0

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

n-r

Ar =

0 1 0 … 0 0
0 0 1 … 0 0
左 左 左 左 左
0 0 0 … 1 0
0 0 0 …

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú0 0

假定系统(5)的控制器为

v = - K zé
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û
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+ vNL (6)

其中 K = (k1,k2,…,kn)
式中:K———行增益向量;vNL———为了使非线性子系统稳定而引入的补偿项。 将式(6)所述的控制器代入被

控系统(5)可得如下闭环系统:
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选择 K 使得 As =[A-BK]为 Hurwitz 矩阵,同时构造以下李雅普诺夫函数:

L(z,浊) = zé
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其中 P 是满足如下李雅普诺夫方程的正定矩阵(一般可选 Q 为单位矩阵 I):
AT

s P + PAs = - Q (9)

根据李雅普诺夫稳定性定理[13],要使 v= -K
zé
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+vNL控制作用下的闭环系统(7)稳定,只要 觶L( z,浊)<0 即可。

由于 Q 是正定的,只需

c = [0 r-1 vNL w(z,浊) T]P zé
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令 c=0,从式(10)可解出 vNL,即有

vNL =
移
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式中 P i 是矩阵 P 中各行向量,w i(z,浊)由 w(z,浊)= (wr+1(z,浊),…,wn(z,浊)) T 确定。
根据上述过程可以得到式(6)所述非最小相位系统的非线性控制器,最后利用 v = a( z,浊) +b( z,浊)u 反

解出

u = v - a(z,浊)
b(z,浊) (z,浊) =椎(x)

(12)

式(12)就是原非最小相位系统(1)的最终控制器。 该控制器设计方法主要做了以下几点改进:
a. 该方法适用的充分必要条件是式 (5) 中的矩阵对 (A,B) 是完全能控的,即能控性矩阵 Qc =

B AB … An-1[ ]B 满足 rank(Qc)= n。
b. 显然,式(4)的分解是该控制器设计方法的关键。 对于式(4)的分解作以下改进:(a)如果非线性函

数 q(z,浊)不满足式(4)所给定的形式,就要将其化为式(4)的形式,式中的 w(z,浊)可由下式确定:
w(z,浊) = q(z,浊) - Azz - A浊浊 (13)

在复杂的实际工程应用时按此方法分解所设计的控制器将十分复杂,尤其是在实际工程应用时,由于被控系

统具有复杂非线性特征,这样非线性函数 q(z,浊)中通常会含有分母项,按此方法分解可能会出现分母暂时
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为零的情况而导致控制器失效。 (b)针对上面这种情况,可作如下改进:在式(4)的基础上,进一步将非线性

函数 w(z,浊)进行泰勒展开,只保留至二阶或三阶项(甚至可以保留至更高阶项,这可根据工程实际来确

定)。 由于舍去的高阶小项所引起的误差与建模或外界不确定因素所引入的误差相比是非常微小的,所以

这种改进是合理的,而且更适合工程应用,拓展了该方法的适用范围。
c. 式(10)中,常数 c 理论上尽管可以选为小于零的负数来求解 vNL,但仿真实验表明这样做对控制性能

影响不是很大,因此一般选择 c=0 即可。
上述控制器设计方法是在微分几何精确反馈线性化方法基础上给出的,与一阶近似线性化方法相比,其系

统信息丢失也较少,这主要体现在两个方面:首先,该方法是在对原系统进行精确反馈线性化后,只对系统的一

部分状态方程 觶浊=q(z,浊)进行泰勒展开,而非对整个非线性系统进行展开;其次,对非线性函数 w(z,浊)的泰勒

展开,可以进一步通过提高其展开的阶次(比如可保留至三阶或四阶)来尽可能地减少系统信息的丢失。

3摇 数 值 算 例

下面以两个数值算例来说明上面给出的控制器设计方法(以下简称本文方法)及其仿真效果,其中例 1
主要是说明控制器的设计步骤以及与传统非线性控制器的控制效果进行对比,例 2 主要是说明本文方法的

改进之处。
例 1摇 考虑下列非线性非最小相位系统:

觶x1 = x2

觶x2 = - x1 - 0郾 2x2
1 - 4x2 - 9x3 - x4 + u

觶x3 = 2x2 + 2x3 - x4

觶x4 = x3 + 0郾 3x1x3

y = x

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ï

1

(14)

该系统具有式(3)所述的线性化标准型形式,显然是非最小相位系统。 控制目标:设计控制器使输出 y = x1

能够稳定在设定点 0 上,且在该控制器作用下系统的零动态能够稳定。
a. 按照传统的控制器设计方法设计控制器。 为叙述方便,线性子系统单独列出如下:

觶x1 = x2

觶x2
{ = v

(15)

其中 v = - x1 - 0郾 2x2
1 - 4x2 - 9x3 - x4 + u

摇 摇 将上述线性子系统的极点配置到-3依i,可以得到状态反馈控制律 v= -10x1-6x2,再结合-x1-0郾 2x2
1-4x2-

9x3-x4+u= v 可以得到控制器 u,在此控制器下仿真效果如图 1 和图 2 所示。 从图 1 和图 2 中可以看出,尽管

传统控制器设计方法可以很好地使输出 y= x1 满足设计的要求,但却不能保证零动态 x3 和 x4 稳定。

图 1摇 状态 x1 和 x2(传统方法)

Fig. 1摇 State of x1 and x2( traditional method)

图 2摇 状态 x3 和 x4(传统方法)

Fig. 2摇 State of x3 and x4( traditional method)

b. 按本文方法设计控制器。 首先将原非线性系统改写为式(5)的形式,设控制器为 v = -Kx+vNL,将
As =[A-BK]的 4 个极点配置到-1依i、-3、-5 上,则满足条件的 K 为 K = (30,12,13,47)。 取 Q = I,由 AT

sP+

681



第 2 期 金晓孝,等摇 一种非最小相位系统的非线性控制器设计方法

图 3摇 状态 x 的控制效果

Fig. 3摇 Control effect of state x

PAs = -Q可以计算出正定矩阵 P,再由 (0, vNL,0,

0郾 3x1x3)Px = 0 可以解得 vNL,从而得到 v = -K
zé

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú浊
+

vNL,再从-x1-0郾 2x2
1-4x2-9x3 -x4 +u = v 中反解出 u,这

样便得到了非线性非最小相位系统(14)的控制器。
在该控制器的控制作用下,系统的 4 个状态变量的控

制效果如图 3 所示。
从图 3 可以看出,本文方法不仅保证了外部动态

y= x1 的性能要求,还保证了零动态 x3 和 x4 的稳定。
例 2摇 给定非线性非最小相位系统如下:

觶z = 50(10 - z浊) - 100z - zu

觶浊 = 1 500
z - 150浊 + 10z浊2 - 500浊

z + 50浊2

ì

î

í

ï
ï

ï
ïy = z

(16)

控制目标是将 y= z 调节到给定点 1郾 05 上。 类似于例 1,容易验证:传统的非线性控制器设计方法尽管可以

保证 y= z 满足性能要求却并不能保证零动态 浊 稳定。
根据本文方法,将式(16)中的第 2 个状态方程记为

觶浊 = q( z,浊) = 1 500
z - 150浊 + 10z浊2 - 500浊

z + 50浊2 (17)

如果按照文献[11]中的分解方法,将式(17)按照式(13)来进行分解,尽管经过数学推导也可以得到控制器,
但得到的控制器在形式上非常复杂,而且该控制器会出现分母为零的情况,导致仿真难以进行而使得控制器

失效。 为此,依据本文方法来对式(17)进行分解。
在状态( z,浊)= (1郾 05,6郾 955 2)处,通过二阶泰勒展开,式(17)可分解为

觶浊 = 2 209郾 5( z - 1郾 05) + 215郾 388 7(浊 - 6郾 955 2) + g( z,浊) (18)
其中 g( z,浊) = - 1 708郾 3( z - 1郾 05) 2 + 60郾 5(浊 - 6郾 955 2) 2 + 296郾 309 3( z - 1郾 05)(浊 - 6郾 955 2)
摇 摇 令 50(10-z浊)-100z-zu= v,根据式(6),系统的控制器可设为 v = -k1( z-1郾 05) -k2(浊-6郾 955 2) +vNL。 根

据前面的设计步骤,将系统的极点配置到-15依9i,可以得到 k1 = 245郾 388 7,k2 = 24郾 059 7,再利用式(9)及

式(10)便可确定最终的控制器。 在此控制器的作用下,控制效果如图 4 和图 5 所示,可见此控制器既可以

保证 y= z 满足性能要求同时也能保证零动态 浊 稳定。

图 4摇 状态 z 的控制效果

Fig. 4摇 Control effect of state z
图 5摇 零动态 浊的控制效果

Fig. 5摇 Control effect of zero dynamic 浊

由例 2 可以看出:(a)与文献[11]中的方法相比,本文方法适用范围更广、更加实用;(b)由式(18)可以

看出,与传统的一阶近似线性化方法相比,本例只对零动态部分进行了泰勒展开,而且泰勒展开过程中保留

了二阶项,这样便保留了非线性系统的更多信息,从而使得控制器保持了良好的控制性能。

4摇 结摇 摇 语

本文借鉴文献[11]的控制器设计思想,在微分几何精确反馈线性化理论的基础上,基于极点配置和李
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雅普诺夫稳定理论,以单输入单输出非线性系统为被控对象,给出了一种改进的非最小相位系统的非线性控

制器设计方法。 该方法在确保系统外部动态满足性能要求的同时也能保证零动态的稳定。 本文所给出的控

制器设计方法是建立在微分几何精确反馈线性化基础上的,与近似线性化方法相比,能够保留更多的非线性

系统信息,从而使得所设计的控制器具有较好的控制性能。 该方法易于实现,便于工程应用。 将该方法进一

步推广到多输入多输出非线性系统,是我们后续的研究工作之一。
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