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高阶 Boussinesq 型水波方程色散和变浅性能的改进
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摘要: 在无因次水深为 6. 28 条件下,为了优化方程色散参数,将一组高阶 Boussinesq 型方程的相速

度与线性波相速度之间误差平方累计之和最小,而后根据变浅分析确定变浅参数,进一步分析了不

同参数对高阶 Boussinesq 型方程的色散和变浅性能的影响。 针对该组高阶 Boussinesq 型方程,基

于非交错网格构建了时间差分格式为混合 4 阶 Adam-Bashforth鄄Moulton 的数值模型,利用数值模型

计算了波浪在潜堤上的传播演化,结果表明采用优化参数的计算结果与试验数据符合更好。
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Improvement of dispersion and shoaling property of a set of
high鄄order Boussinesq鄄type equations
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3. State Key Laboratory of Coastal and Offshore Engineering, Dalian University of Technology, Dalian 116024, China)

Abstract: The linear dispersion and shoaling coefficients of a set of high鄄order Boussinesq鄄type equations are optimized, which
significantly improves the linear dispersion and linear shoaling performance of the original equations. The sum of error squares between
the phase velocity of the high鄄order Boussinesq鄄type equations and the linear wave phase velocity is minimized to optimize the dispersion
coefficients of the equation for kh=6. 28, with k as the wave number and h as the water depth. The shoaling coefficients are determined
according to the linear shoaling analysis. The linear dispersion and shoaling performance of the Boussinessq鄄type equations with
different sets of coefficients is presented. A numerical model with a time difference format of mixed fourth鄄order Adam鄄Bashforth鄄
Moulton is constructed based on non鄄staggered grid. The numerical model is applied to simulate the wave propagation and evolution on
the submerged breakwater, and the simulation results using the optimized coefficients proposed by present work are in much better
agreement with the experimental data.
Key words: Boussinesq鄄type equations;linear dispersion;linear shoaling;numerical model

波浪在近岸区域的传播运动是海岸动力学研究的重要内容之一,也是研究近岸环流、海岸演变等的基

础。 波浪传播运动过程中因受地形影响会产生折射、绕射、反射等物理现象。 Boussinesq[1] 在研究浅水波运

动时建立了一维平底非线性 Boussinesq 方程;Peregrine[2]推导建立了适用于非平底的经典二维 Boussinesq 方

程;Abbott 等[3]首次应用 Peregrine 方程建立了二维 Boussinesq 方程计算模型,研究了港口内波浪传播运动;
Witting[4]针对经典 Boussinesq 方程存在的缺点,提出了 Boussinesq 型方程的适用范围。 Madsen 等[5鄄6]建立了

二阶色散精度的 Boussinesq 方程,因该形式的方程具有一定精度且计算量相对较小,在实际中得到了一定的

应用[7鄄8]。 此后,许多学者不断对 Boussinesq 型方程进行改进[9鄄16],进一步提高了方程的适用范围。 国内有

关学者也开展了 Boussinesq 型方程发展及应用的研究。 张尧等[17] 综述了 Boussinesq 型方程的理论发展、实
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际应用和理论瓶颈,提出了 Boussinesq 型方程可能的科学突破方向。 孙家文等[18] 对 1967—2018 年

Boussinesq 型方程的理论研究进行了综述,将 Boussinesq 型方程进一步分为水平二维和三维两种情况。 刘必

劲等[19]应用简化的双层 Boussinesq 模型研究了聚焦波波面位移、波面处的水平速度和垂向速度,结果显示

模型计算结果与试验测量结果符合很好。
Boussinesq 型方程色散参数是通过分析方程色散关系与线性波理论色散关系的 Pad佴 展开给出的,而后

通过线性变浅分析得到变浅参数。 刘忠波等[20鄄22] 针对 Madsen 等[10] 提出的一组四阶 Boussinesq 型方程,注
意到色散参数取值不同可以影响方程的色散精度,于是使方程相速度与线性波相速度在无因次水深 kh = 15
内误差平方累计之和最小以优化色散参数,计算表明这一方法可以显著提高色散适用范围;同时对四阶

Boussinesq 型方程变浅系数重新进行了优化,优化后的参数显著提高了方程的色散性;另外通过引入含参数

的变换速度变量取代原方程中的速度变量,对 3 组著名的 Boussinesq 型方程[9,10,13]进行了改进,显著提高了

方程的变浅性能。 Simarro 等[23]对一些经典的 Boussinesq 型方程[10,13,24]进行了参数优化,参数优化后的方程

控制了线性波的波幅误差,变浅性能得到了改善。
文献[11]的 Boussinesq 型方程是具有四阶色散精度的水平二维方程,方程最高空间导数为三阶,对数值

计算要求相对较低。 目前,工程上应用最广的是二阶 Boussinesq 型方程[7鄄8],随着计算能力的提高,四阶

Boussinesq 型方程必将在实际工程中得到应用。 另一方面,没有针对文献[11]中 Boussinesq 型方程参数优

化的相关研究,这里不注重提高文献[11]中方程的适用水深范围,而是保持原方程的适用水深范围内,通过

优化参数提高方程模拟近岸水波运动的精度。 本文在无因次水深 kh = 6. 28 条件下,将文献 [11] 中

Boussinesq 型方程的相速度与线性波相速度之间误差平方累计之和最小以优化方程色散参数,而后根据变

浅分析确定变浅参数,并分析了不同参数对方程色散和变浅性能的影响。 最后通过数值模拟潜堤上波浪运

动变形问题来验证该方法的合理、有效性。

1摇 Boussinesq 水波方程及其数值模型

1. 1摇 Boussinesq 水波方程

文献[11]中的 Boussinesq 型方程是在二参数方程[25] 中引入含 4 个待定参数的变换速度代替水深平均

速度,并应用缓坡假定推导得到。 因该组方程含有 6 个待定参数,也称为六参数方程。 变换速度 u~ 与水深平

均速度 軈u 的关系式为

軈u = u~ - a1滋2h2
Ñ

2u~ - a2滋2h Ñ
2(hu~) - b1滋4h4

Ñ
2
Ñ

2u~ - b2滋4h Ñ
2
Ñ

2(h3u~) (1)
其中 滋 = kh
摇 摇 最终方程如下:

浊t + Ñ[(h + 浊)u~] =a1 Ñ·[(h + 浊)h2
Ñ(Ñ·u~)] + a2 Ñ·[(h + 浊)h Ñ(Ñ·(hu~))] +

b1

a Ñ {· h2
Ñ[浊t + Ñ·((h + 浊)u~ })] +

b2

a Ñ {· Ñ[h2浊t + h2
Ñ(·(h + 浊)u~ })] (2)

u~ t + (u~·Ñ)u~ + g Ñ浊 + G = (a1 - 1
6 )h2

Ñ(Ñ·u~ t) + (a2 + 1
2 )h Ñ[Ñ·(hu~ t)] +

c1h2
Ñ[Ñ·(u~ t + g Ñ浊)] + c2 Ñ[Ñ·(h2u~ t + gh2

Ñ浊)] (3)
其中 d = h + 浊摇 摇 摇 a = a1 + a2 摇 摇 b = b1 + b2 摇 摇 c = c1 + c2

G = Ñ{ d
2

3 [(Ñ·u~) 2 - (1 + 3a)u~·Ñ
2·u~ - 3

2 c Ñ
2(u~·u~)]} +

1
3 Ñ浊d[(Ñ·u~) 2 - u~·Ñ

2u~] - Ñ浊d Ñ·u~ t -
1
3 (2h + 浊)浊 Ñ(Ñ·u~ t)

式中:k 为波数;h 为水深;a、b、c 为待定参数;h 为静水水深;浊 为波面升高;d 为总水深。
为使方程具有较好的色散和变浅作用性能,文献[11]通过将方程色散关系与线性 Stokes 色散关系的

Pad佴 四阶逼近一致得到色散参数,而后应用变浅性能的优化得到变浅参数,最终参数(a1,a2,b1,b2,c1,c2)=

83



第 2 期 张振伟,等摇 高阶 Boussinesq 型水波方程色散和变浅性能的改进

(-0. 006 7,-0. 022 0,-0. 001 7,0. 000 5,0. 039 3,0. 061 3)。 刘忠波[16] 开发了六参数 Boussinesq 型方程的计

算程序,应用六参数方程开展了潜堤上波浪传播运动的模拟研究,在其计算程序中六参数取值为(a1,a2,b1,
b2,c1,c2)= ( -0. 006 645 873,-0. 022,-0. 001 691,0. 000 547,0. 039 291,0. 061 3),与文献[11]相比,文献

[16]中的部分参数保留了更多的有效数字。 经重新计算和确认,这与文献[16]中 Luth 等[26] 算例采用的参

数是一致的。
六参数方程的色散关系表达式、Stokes 线性色散关系的 Pad佴 四阶逼近表达式分别为

棕2 = gk2h 1 + (c + a + b / a)kh2 + (ac + bc / a)kh4

1 + (1 / 3 + a + c + b / a)kh2 + (b / 3a + b + bc / a)kh4 (4)

棕2 = gks
2h[1 + 1 / 9 (ksh) 2 + 1 / 945 (ksh) 4] [1 + 4 / 9 (ksh) 2 + 1 / 63 (ksh) 4] -1 (5)

式中 ks 为 Stokes 线性波波数。

图 1摇 无因次相速度比较

Fig. 1摇 Non鄄dimensional wave phase
celerity comparisons

采用文献[20]中的方法对六参数方程的色散性参数进行改进。 对于

从深水传播到近岸浅水的波浪,当波浪传播到近岸之后 kh 值不断减小,取
kh= 6. 28 可以使方程考虑从深水到浅水的波浪传播过程,即在 kh臆6郾 28
时,保证方程相速度与线性波相速度之间误差平方累计之和最小。 由此可

以得到(a,b,c)= (-0. 024 494 62,-0. 000 764 2,0. 095 389)。
图 1 为不同参数的无因次相速度( cs 为 Stokes 线性波相速度, c 为

Boussinesq 型方程的相速度)对比。 由图 1 可见,kh = 6. 28 时,最新优化参

数、文献[11]参数及文献[16]参数的色散误差分别为 0. 069% 、5郾 21%和

3. 09% 。 由此可知,优化参数可以较大地提高波浪相速度的模拟精度。
1. 2摇 变浅性能分析

忽略方程的非线性项、(hx) 2和 hxx项,一维方程可写成:

浊t + h2酌1浊xxt + hu~ x + 姿1h3u~ xxx + hx u~ + 姿2h2u~ xx + 酌2h浊( )
xt = 0 (6)

u~ t + 姿3h2u~ xxt + g(浊x - ch2浊xxx) + hhx(姿4u~ xt - 2(2c2)g浊xx) = 0 (7)
其中 酌1 = - b / a摇 摇 姿1 = - (a + b / a)摇 摇 姿2 = - (3a + 5b / a + 2a2 + 2b2 / a)

酌2 = - 2 b
a +

b2æ
è
ç

ö
ø
÷

a
摇 摇 姿3 = - ( 1

3 + a + c)摇 摇 姿4 = - (1 + 2a2 + 4c2)

摇 摇 利用 Sch咬affer 等推荐的方法[27],设
浊 = A(x)exp[i(棕t - kx)]摇 摇 u = U(x)(1 + i滓hx)exp[i(棕t - kx)] (8)

式中:A(x)为波幅;U(x)为速度振幅;棕 为频率;滓 为考虑地形变化的小变量参数。 将式(8)代入式(6)和式

(7)并分离实部和虚部,可得关系式:
h(Ux + 滓khxU) + 酌1h2(2棕kAx + 棕kxA) + 姿1h3( - 3k2Ux - 3kkxU - 滓k3hxU) +

hx(U - 姿2k2h2U + 酌2棕khA) = 0 (9)
棕A - khU - 酌1h2棕k2A + 姿1k3h3U = 0 (10)

- 棕滓hxU + 姿3棕h2(2kUx + kxU + 滓k2hxU) + gAx + 3cgh2(k2Ax + kkxA) +
hhx(4c2gk2A + 姿4棕kU) = 0 (11)

棕U - 姿3棕k2h2U - gkA - cgk3h2A = 0 (12)
摇 摇 式(10)和式(12)存在非零解的条件是 A 和 U 的系数矩阵行列式为 0,可以得到六参数方程的色散关

系。 而后应用式(9)和式(11)推导得到变浅梯度的表达式。 将 Stokes 线性波变浅系数与六参数方程的均方

差从 0 至 6. 28 积分,通过积分误差最小确定变浅系数,由此可以得到六参数方程的 6 个参数(a1,a2,b1,b2,
c1,c2)= (0. 003 605 38,-0. 028 1,-0. 000 764 3,0. 0,0. 029 389,0. 066 0),线性变浅的详细过程可以参看文献

[21,27]。 kh=6. 28 时,最新优化参数变浅与理论值偏差为 0. 008 4,较文献[11]有了较大提高。
图 2 为不同参数计算得到的变浅梯度。 由图 2 可见,优化参数给出的变浅梯度在 kh 为 0 ~ 6. 28 的范围

内与理论变浅符合较好。 为进一步分析参数对方程变浅性能的影响,应用不同参数模拟了线性波在斜坡上

的传播运动:地形坡度为 19 颐 600,斜坡深水水深 10 m,另一端水深 0. 5 m,波浪周期为 3. 581 s,入射波高为
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0. 1 m,kh=3. 14、0郾 407。 模拟时,去掉方程所有的非线性项,空间步长为 0. 05 m,时间步长 dt=0. 05 s,图 3 为

优化参数、文献[16]参数和文献[11]参数的计算结果,由图 3 可知,优化参数给出的结果最好,其次是文献

[16]参数,再次是文献[11]参数,这从线性变浅的数值方面证明了优化参数可以更好地模拟波浪传播运动。

图 2摇 不同参数的变浅梯度系数

Fig. 2摇 Linear shoaling gradient for different paramerers
图 3摇 波浪在斜坡上的变浅

Fig. 3摇 Wave shoaling along the slope

图 4摇 方程的二阶谐波波幅与二阶

Stokes 波幅的比值

Fig. 4摇 Ratio of second order hammonic
wave amplitude to second order stokes

wave amplitude of equation

为了更详细地研究参数的影响,分析六参数方程的二阶谐波波幅,并将其与二阶 Stokes 波二阶波幅进行

比较。 利用 Madsen 等[10]给出的方法进一步考察参数的影响。
浊 = A1cos兹 + 着A2cos2兹摇 摇 u = U1cos兹 + 着U2cos2兹 (13)

其中 兹 = 棕摇 摇 t - kx
式中:A1、A2分别为一阶和二阶振幅;U1、U2分别为一阶和二阶速度振幅。

将式(13)代入式(1)和式(2),分析 着 的一阶问题,则可以得到二阶谐波的波幅,二阶谐波方程为

m(2)
11 摇 m(2)

12

m(2)
21 摇 m(2)

22

A2

U2

=
A2

1

h
F1

F2

(14)

其中

m(2)
11 = 2棕[1 + 4 b

a (kh) 2]摇 摇 m(2)
12 = - 2kh[1 + 4(a + b

a ) (kh) 2]摇 摇 m(2)
21 = - 2gk[1 + 4c (kh) 2]

m(2)
22 = 2棕[1 + 4(a + 1 / 3 + c) (kh) 2] 摇 摇 F1 = g棕[1 + (a + 4b / a) (kh) 2]

F2 = g2棕2

2kh [1 + (2a + 4c - 5
3g) (kh) 2] 摇 摇 酌 =

1 + b
a (kh) 2

1 + a + b( )a
(kh) 2

由式(14)可求得 A2:

A2 =
A2

1

h
F1m(2)

22 - F2m(2)
12

m(2)
11 m(2)

22 - m(2)
12 m(2)

æ

è
ç

ö

ø
÷

21

(15)

摇 摇 相应的 Stokes 二阶非线性解二阶谐波振幅为

AStokes
2 = A2

1 / 4( )h khcoth(kh)[3coth2(kh) - 1] (16)
摇 摇 图 4 为六参数方程中不同参数对应的二阶谐波波幅对比。 从图 4
可见,优化参数对二阶谐波基本没有改善。 Kennedy 等[28] 指出,方程

参数优化使方程线性性能在某一相对水深范围内是可以接受的,但非

线性误差随着相对水深的增加而快速变大。 本文仅优化了方程的色

散和变浅参数,提高了方程的线性性能,没有改进方程的非线性性能,
所以二阶非线性基本没有得到改善。
1. 3摇 数值方法

六参数方程求解时时间差分为四阶 Adams鄄Bashforth鄄Moulton 混合

格式,空间差分为中心差分格式对式和式进行求解。 预报时采用 3 阶

Adams鄄Bashforth 预报格式计算式和式中波面和速度的预报值,然后利

用 4 阶 Adams鄄Moulton 时间步进格式,计算方程波面和速度的校正值。
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当变量的校正值与预报值之间的误差小于等于 0. 000 1 时,迭代终止。 若不满足迭代终止条件则用校正值

和预报值的加权作为变量的新预报值,预报值和校正值的加权系数分别取 0. 05 ~ 0. 1 和 0. 95 ~ 0. 90,可以

不断重复校正,直至满足条件为止[16]。 在数值模拟时,采用内部造波法产生波浪,波浪产生位置与模型试验

中造波机的位置一致,另外在计算域的左端和右端设置 2 倍波长的海绵层吸收波浪,阻止反射波的产生。

2摇 算摇 摇 例

采用六参数方程数值模型,针对潜堤存在时波浪的传播运动进行数值模拟,并与试验的测量结果进行了

比较,给出了采用不同参数的计算结果。
Luth 等[26]和 Ohyama 等[29] 分别进行了梯形潜堤上波浪传播变形试验,试验布置见图 5。 表 1 为 Luth

等[26]试验和 Ohyama 等[29]试验的入射波浪要素,数值计算中空间步长取 0. 025 m,时间步长取 0. 005 s,数值

波浪水槽长 55 m。

图 5摇 Luth 等[26]和 Ohyama 等[29]试验布置(单位:m)
Fig. 5摇 Experiments setup of Luth et al. and Ohyama et al. (Unit:m)

表 1摇 Luth 等[26]试验和 Ohyama 等[29]试验波浪要素

Table 1摇 Wave conditions for experiment of
Luth et al. and experiment of Ohyama et al.

试验 算例 波高 / m 周期 / s 着 滋

Luth 等[26]试验

Ohyama 等[29]试验

算例(a) 0. 020 2. 02 0. 025 0. 67
算例(c) 0. 041 1. 01 0. 051 1. 69
算例(2) 0. 05 1. 341 0. 05 1. 299
算例(4) 0. 05 2. 012 0. 05 0. 769
算例(6) 0. 05 2. 683 0. 05 0. 555

摇 摇 摇 注:着 为波浪非线性参数,滋 为波浪色散性参数。

摇 摇 图 6 和图 7 分别为 Luth 等[26] 试验数值计算

的波面升高与实测数据的对比。 由图 6 的计算结

果可以看出,从 x=2. 0 m 到 x=14. 5 m,采用 3 组参

数计算得到的波面升高差别不大,但从 x = 15. 7 m
之后,采用 3 组参数计算得到的波面升高的差别

显现出来。 采用本文优化参数的计算结果略好于

采用文献[16]参数的计算结果。 采用文献[11]
参数计算的结果最差,这一点可以从 x = 17. 3 m
到 x=21. 0 m 波面升高的计算结果看出来,波浪

经过潜堤时,不同频次的锁相波被释放成为自由波,波面时间过程线会出现多种形态的次峰。 若方程的色散

性能较好,则可以较为准确地捕捉到各个锁相波的位置,而方程变浅性能好则可以较准确地模拟波浪在斜坡

上运动的波高演化。 在 x=19. 0 m 处,采用本文优化参数计算的结果与波面升高符合最好,其次是采用文献

[16]计算的结果,采用文献[11]参数计算得到的波面升高最差。
图 7 为 Luth 等[26]试验算例(c)的计算结果。 由图 7 可知,自 x=2. 0 m 到 x=19. 0 m,采用 3 组参数计算

的结果存在明显差别,这是由于该算例对方程的色散性能要求较高。 因文献[11]参数的色散性最差,文献

[16]参数的色散性稍好,采用本文优化参数的 Boussinesq 型方程的色散性最好。 特别是越过潜堤之后(x =
14. 5 m 至 x=19. 0 m),采用文献[11]参数计算结果与试验结果差别最大,采用本文优化的参数与文献[16]
参数计算的结果偏差相对较小,总体上采用本文参数波面升高的计算结果与试验数据符合最好。

图 8 为 Ohyama 等[29]试验波面升高计算结果与试验结果的对比。 由 Ohyama 等[29]试验的入射波要素说

明 3 组试验的非线性参数一致,色散性参数不一致,其中算例(2)的色散性参数最大。 图 8 给出了 3 号浪高

仪和 5 号浪高仪位置处的波面升高计算结果与试验结果的对比。 由图 8 可以看出,对于算例(2),本文优化

参数所得的计算结果明显优于采用文献[11]和文献[16]参数的计算结果。 在 5 号浪高仪位置处,3 组参数

给出的计算结果差别最大,采用文献[11]参数的计算结果与试验数据各个谐波的相位不相符合。 对于 3 号

浪高仪,随着试验工况波浪色散性参数的减小,采用 3 组参数计算的结果差别也会变小。 算例(6)3 号浪高

仪处的计算结果差别最小,这一点在 5 号浪高仪处也有体现,即随着试验波况色散性参数的降低,采用 3 组

参数给出的计算结果差别变小。

14
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图 6摇 不同浪高仪处数值模拟结果与试验数据的对比(Luth 等[26]试验算例(a))
Fig. 6 Comparisons between the computed results and experimental data at different locations

(Luth et al. [26] experiment example(a))

图 7摇 不同浪高仪处数值模拟结果与试验数据的对比(Luth 等[26]试验算例(c))
Fig. 7 Comparisons between the computed results and experimental data at different locations

(Luth et al. [26] experiment example(c))
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图 8摇 不同浪高仪处数值模拟结果与试验数据的对比(Ohyama 等[29]试验)
Fig. 8摇 Comparisons between the computed results and experimental data at different locations

(Ohyama et al. [29] experiment )

3摇 结摇 摇 论

a. 通过优化方程的参数,可以提高方程的色散性。 在 kh = 6. 28 时,本文优化参数、文献[11]参数及文

献[16]参数给出的色散性误差分别为 0. 069% 、5. 21%和 3. 09% ,可见本文优化参数显著提高了六参数方程

的色散性。 参数对 Boussinesq 型方程计算结果影响很大,因此在给出参数时要保留足够的有效数字。 变浅

参数优化后,当 kh=6. 28 时,最新优化参数变浅与理论值偏差为 0. 0084,精度也有了提高。 线性变浅的计算

表明,采用本文优化参数的 Boussinesq 型方程变浅性能得到了提高。 二阶谐波分析表明,优化参数对二阶谐

波基本没有改善。 二阶非线性性能的提高需要对方程的非线性进行改进。
b. 采用 3 组参数针对潜堤上波浪的传播变形进行了计算研究,结果表明采用本文优化参数给出的计算

结果与试验数据更为符合,这也进一步说明参数对方程色散和变浅的重要性。
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