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三维弹塑性问题的比例边界有限元法

李摇 云,杜成斌,江守燕

(河海大学力学与工程科学学院,江苏 南京摇 210098)

摘要: 为了研究三维复杂结构的非线性硬化问题,在考虑关联流动准则的 Von Mises 塑性屈服准则

和各向同性 / 随动硬化准则的本构模型中,引入一致切线模量,并基于比例边界有限元方法和平衡

八叉树算法对本构模型进行求解。 采用 Newton鄄Raphson 迭代法求解位移和应力的非线性方程,为
了减少计算量,仅在比例中心点执行并储存迭代过程的变量,同时采用 Fortran 语言编制了求解程

序。 两个算例计算结果表明,该模型的计算结果具有较高的准确性。
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Scaled boundary finite element method for three鄄dimensional elastoplastic problems
LI Yun, DU Chengbin, JIANG Shouyan

(College of Mechanics and Engineering Science, Hohai University, Nanjing 210098, China)

Abstract: In order to study the nonlinear hardening problem of three鄄dimensional complex structural materials, the consistent tangent
modulus was introduced into the constitutive model considering the Von Mises plastic yield criterion and isotropic / kinematic hardening
model, and the constitutive model was solved based on the scaled boundary finite element method ( SBFEM) and balanced octree
algorithm. The Newton Raphson iteration method was used to solve the elastic鄄plastic increment of displacement and stress. In order to
reduce the computational complexity, the variables of the iteration process were only executed and stored at the proportional center point
of the subdomain. At the same time, a solution program was developed using Fortran language. Two application examples show that the
calculation results of the model have high accuracy.
Key words: 3D SBFEM; octree grid; elastoplasticity; yield criterion; hardening problem

在工程结构的数值模拟中,非线性问题是重要而富有挑战性的问题[1鄄2]。 弹塑性理论结合数值算法获得

的结构在各种外因(荷载、温度变化或边界约束变动等)作用下产生的应力、变形及承载能力等,是判断结构

是否满足安全性的重要依据[3鄄5]。 因此,研究工程结构弹塑性响应的数值计算十分重要[6鄄7]。
许多学者致力于结构的弹塑性数值模拟研究[8鄄10]:方刚等[11] 采用有限元法( finite element method,

FEM)对钢槽进行了弹塑性分析,模拟了冲压过程的应力、应变等;Nguyen鄄Thoi 等[12] 扩展了基于节点的平滑

有限元法(node鄄based smoothed finite element method,NS鄄FEM),分别使用三角形和四面体网格对 2D 和 3D
结构进行了复杂的黏弹塑性分析;楼志文等[13]基于应变理论提出了弹塑性边界元法的拟线性解,解决了应

变硬化和理想塑性等弹塑性问题;Chang 等[14] 基于 ABAQUS 平台编写了扩展有限元法( extended finite
element method, XFEM)的用户自定义单元,采用弹塑性 XFEM 分析了网格尺寸和计算方法对 J 积分精度的

影响,模拟了具有单边裂纹铸铁试样的拉伸试验。
相比于 FEM 与 BEM(boundary element method,BEM),SBFEM( scaled boundary finite element method,

SBFEM)融合了两种方法的优势,形成了固有的特点[15鄄16]。 三维 SBFEM 只在边界表面上进行离散化,子域

的形状可以是任意多面体,通过与八叉树算法[17鄄18] 相结合,生成具有高度灵活性的三维网格。 为了拓展
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SBFEM 处理材料非线性问题[19鄄20] 的能力,在二维 SBFEM 的弹塑性问题上,Ooi 等[21] 通过多边形 SBFEM 将

结构灵活分解为任意多边形网格来模拟结构中的弹塑性响应,对二维裂缝扩展弹塑性问题的模拟比 FEM 更

准确,计算效率更高;Behnke 等[22]使用 SBFEM 推导了有界域的 SBFE 形状函数,并将其纳入有限元 ( finite
element, FE)框架,通过应用子结构技术将 SBFEM 与 FEM 的优点相结合,用 FE 的概念计算几何和物理非

线性问题,无需求解非线性微分方程;Lin 等[23]通过结合 SBFEM 与同伦分析方法(homotopy analysis method,
HAM),将非线性问题转化为无限数量的线性泊松型子问题,为求解二维非线性泊松型问题提供了新方法。
相对来讲,三维 SBFEM 的弹塑性问题研究较为缓慢,主要原因之一为三维复杂结构的离散难以实现。 近年

来随着平衡八叉树自动网格划分技术的成熟,Liu 等[24] 将 SBFEM 二维弹塑性分析方法扩展至三维,基于立

体三维打印文件格式的三维 SBFEM,采用返回映射算法,在弹塑性刚度矩阵中引入了稳定矩阵消除杂散模

态,有效模拟了三维复杂结构的静、动力弹塑性响应,但是没有采用一致切向刚度法,仅考虑了线性硬化效

应,未计及非线性硬化效应。
本文在基于相关联等向 /随动硬化 Von Mises 本构模型中引入一致切线模量,结合三维 SBFEM 理论,采

用平衡八叉树算法构建具有离散简单、网格过渡快、单元模式少等优势的 SBFE 网格模型,采用 Newton鄄
Raphson 迭代法求解位移和应力的非线性方程,为了减少计算量,仅在比例中心点执行并储存迭代过程的变

量,使用 Fortran 语言编制了求解程序,同时利用 2 个算例对本文模型进行验证。

图 1摇 比例边界坐标中的任意多面体子域

Fig. 1摇 An arbitrary polyhedral subdomain in
scaled boundary coordinates

1摇 弹塑性问题的 SBFEM
对于任意形状的空间计算域,SBFEM 将其划分成多个子

域,子域可以是任意多面体,从而大大增加了网格划分的适应性

和灵活性。 在子域内引入比例中心(O忆),且满足子域边界均对

比例中心可见。 以比例中心为原点建立由径向坐标 孜 和环向坐

标 浊、灼 组成的比例边界坐标系,如图 1 所示。 在 SBFEM 中,位
移场在径向关于 孜 解析,在环向则由节点位移插值近似获得,收
敛于 FEM 近似解, 因 此 SBFEM 的 位 移 解 具 有 半 解 析 的

特点[25鄄26]。
1. 1摇 比例边界坐标变换

摇 摇 三维 SBFEM 以子域比例中心为原点建立比例边界局部坐标,子域内任意一点在笛卡尔坐标系下的坐标

(x,y,z)可由比例边界局部坐标(孜,浊,灼)表示为[27]

x(孜,浊,灼) = x0 + 孜(xb - x0) (1)
y(孜,浊,灼) = y0 + 孜(yb - y0) (2)
z(孜,浊,灼) = z0 + 孜( zb - z0) (3)

式中:(xb,yb,zb)为边界上任意一点的坐标;(x0,y0,z0)为比例中心的坐标。
通过雅克比矩阵 J 建立两个坐标系的关系:
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1. 2摇 三维 SBFE 公式

假定径向位移为 u(孜),则该子域内任意一点的位移 u(孜,浊,灼)可通过插值函数 N1(浊,灼)表示为[22鄄23]

u(孜,浊,灼) = N1(浊,灼)u(孜) (5)
摇 摇 将位移函数代入几何方程可以得到应变场的表达式为

着(孜,浊,灼) = Lu(孜,浊,灼) (6)
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其中 L = b1
鄣
鄣孜 + 1

孜 b2
鄣
鄣浊 + b3

鄣
鄣( )灼

式中: b1、b2、b3 为中间转换矩阵;L 为线弹性情况下的微分算子。
将式(5)代入式(6),应变 位移矩阵表示的应变场 着(孜,浊,灼)为

着(孜,浊,灼) = B1(浊,灼)u(孜),孜 + 1
孜 B2(浊,灼)u(孜) (7)

其中 B1(浊,灼) = b1(浊,灼)N1(浊,灼)摇 摇 B2(浊,灼) = b2(浊,灼)N1(浊,灼),浊 + b3(浊,灼)N1(浊,灼),灼

摇 摇 若不考虑体力的作用,引入系数矩阵,弹性静力学问题的虚功方程[25鄄26]可以简洁地表述为

啄uT(孜)[E0u(孜),孜 + ET
0u(孜) - P] -

乙1
0
啄uT(孜) E0孜u(孜),孜孜 + (2 E0 + ET

1 - E1)u(孜),孜 + (E1 - E2)
1
孜 u(孜[ ]) d孜 = 0 (8)

式中:u(孜),孜、u(孜),孜孜分别为 u(孜)对 孜 的一阶和二阶偏导数;E0、E1、E2 为系数矩阵;P 为荷载向量。
要使式(8)在任意 啄u(孜)的情况下恒成立,必须同时满足 2 个条件:

P = E0u(孜),孜 + ET
0u(孜) (9)

E0孜2u(孜),孜孜 + (2 E0 + ET
1 - E1)孜u(孜),孜 + (E1 - E2)u(孜) = 0 (10)

摇 摇 基于虚功原理推导的 SBFE 位移控制方程(10)是一个关于 u(孜)的齐次二阶 Euler鄄Cauchy 微分方程组,
引入变量 X(孜),变换化简后得到变量 X(孜)的一阶常微分方程组:

孜X(孜),孜 = - ZX(孜) (11)
式中系数矩阵 Z 为哈密顿矩阵。

对 Z 进行特征分解,将特征向量矩阵 追和特征值矩阵 姿进行如下分块:
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式中:S11、S22为特征值子矩阵,分别表示有界域的解、无界域的解;追11、追21分别为特征值对应的位移模态和

应力模态。
对于有界域,子域的刚度矩阵为

Ke = 追21追-1
11 (13)

1. 3摇 三维 SBFE 应变场

从子域的整体位移中提取子域边界上的节点位移 ub,可得到位移场 u(孜,浊,灼) [24鄄26]:

u(孜,浊,灼) = Nu(浊,灼)追11孜 -S11-0. 5I追-1
11 ub (14)

摇 摇 将位移场 u(孜,浊,灼)中 ub 的系数定义为 SBFEM 的形函数 椎(孜,浊,灼):

椎(孜,浊,灼) = Nu(浊,灼)追11孜 -S11-0. 5I追-1
11 (15)

摇 摇 引入应变模态 追着,子域的比例边界应变 位移矩阵 B 可表述为

B(孜,浊,灼) = 追着(浊,灼)孜 -S11-0. 5I追-1
11 (16)

摇 摇 子域的应变场表述为

着(孜,浊,灼) = B(孜,浊,灼)ub (17)

1. 4摇 基于 SBFEM 的弹塑性分析

基于相关联等向 /随动硬化 Von Mises 本构模型的一致切线模量 Dep可表示为[28]

Dep = D - 4滋2N 茚 N

2滋 + H琢 + 2
3

鄣H琢

鄣ep
酌忆 + 2

3
鄣资
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- 4滋2酌忆
椰tr啄椰(Idev - N 茚 N) (18)
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其中 Idev =
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式中:D 为弹性本构矩阵;滋 为剪切模量;N 为垂直于屈服面的单位偏张量;H琢 为硬化塑性模量的非线性形

式;ep 为有效塑性应变;酌忆 为塑性一致性参数导数相对于应变增量的导数;资 为由各向同性硬化模型确定的

弹性域的半径;tr啄 为偏应力与背影力的差值。
弹塑性 SBFE 公式通过虚功原理推导[27鄄28],对于任意求解域,其增量虚功方程为

乙
赘
啄驻着T驻滓d赘 = 乙

祝
啄uT ftd祝 + 乙

赘
啄uT fbd赘 - 乙

赘
啄着T滓d赘 (19)

式中:驻滓为增量应力场;fb 为体力;ft 为面力;啄着 为虚应变场; 啄u 为虚位移场。 考虑虚位移的任意性,将虚

位移、虚应变和增量应力代入增量虚功方程,可得

(
:

乙
赘
BT(孜,浊,灼) DepB(孜,浊,灼)d )赘 驻un
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式中 n 为荷载步计数。
式(20)等号左端的积分表示子域的弹塑性刚度矩阵 Kep,等号右端前两项积分之和为外部荷载向量,右

端第三项为内部荷载向量。
组集求解域内所有子域的非线性方程式(20),可得弹塑性 SBFEM 增量控制方程,即

(

:

移
npol

i = 1
Kep, )i 驻ub = 移

npol

i = 1
(Fext,i

j +1
- Fint,i )

j
(21)

式中:驻ub 为节点位移增量;Fext,i为第 i 个子域的外荷载向量;Fint,i为第 i 个域的内力向量;j 为当前荷载步

数;npol为子域个数。

2摇 与 SBFEM 相结合的自动八叉树算法

SBFEM 与八叉树算法可以完美结合,由于没有悬挂节点问题的困扰,因此可以高度灵活地生成网格。
与 FEM 相比,SBFEM 的边界离散比体积离散简单得多。 八叉树算法是一种基于层次树的网格生成算法,根
据设定的最大和最小尺寸进行八分递归切割,快速生成跨尺度正方体单元格,如网格在不规则边界处存在锯

齿状,可采用多面体裁剪,提高边界离散精度[27]。 具体步骤如下:

图 2摇 八叉树网格分解示意图

Fig. 2摇 Octree grid segmentation

a. 按 2 颐 1 原则进行八叉树算法的递归运算。 假设问题域的立方体是父立方体,确定模型最大尺寸,根
据需求设定递归精度。 父立方体被拟合到一个 2m伊2m伊2m 个子立方体包围框中,m 为整数。 采用 2 颐 1 的平

衡分割原则将每个立方单元分割成 8 个大小相等的立方体单元,递归地分割原立方体,直到满足指定的离散精

度停止,子单元信息被有效地存储在树形数据结构。 八叉树算法示意图如图 2 所示,图 2(a)为 16伊16伊16 子立
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方体组成的父立方体,其中灰点为 1 子立方体;图 2(b) ~ (f)分别为第一次至第五次分割。
b. 进行边界域内点、交点和外点判别,连接有关切割点。 遵循判断点、分割线、切割面、切割体、生成单

元的自下而上原则,鉴别边界域内点、边界交点、边界域外点,执行切割,连接切割点实现分割面。

图 3摇 八叉树体单元

Fig. 3摇 Octree cube element

c. 形成切割后的子立方体。 对八叉树算法的子立方体执行分割

面运算,可得到如图 3 的单元格。 单元格的 8 个角节点由黑色圆圈

(荫)表示;当一条边连接两个尺寸较小的单元格时,该边引入一个边

中点,边中点由空心圆圈(〇)表示;当一个面连接 4 个较小尺寸的面

单元格时,该面引入一个面中点,面中点由十字(+)表示。
d. 对八叉树算法的体单元进行边界(面)离散,形成边界积分单

元。 子体元的面划分为三角形和四边形单元(也可划为其他多边形),
存在的角节点、边中点与面中点用黑色圆圈(荫)表示,根据需要引入

的面中点用黑色矩形(姻)表示,离散成由三角形、1 颐 2 矩形和正方形

等如图 4 所示的 7 种类型面单元。

图 4摇 八叉树算法子域的面离散

Fig. 4摇 Face discretization of subdomain in octree algorithm

3摇 静力弹塑性问题的 SBFEM 分析流程

静力弹塑性问题的 SBFEM 分析采用 Fortran 语言编程实现,程序主要流程图如图 5 所示。

图 5摇 弹塑性问题的 SBFEM 程序流程示意图

Fig. 5摇 SBFEM flow chart of elastoplastic program
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图 6摇 空心球体的几何尺寸(单位:m)
Fig. 6摇 Geometric dimensions of a hollow sphere(unit:m)

4摇 算例验证

算例 1摇 空心球体的内半径 a = 1 m,外半径 b =
2 m,且内部承受压力 P = 9. 5 MPa。 假设球体服从

Von Mises塑性屈服准则, 材料的弹性模量 E =
100 GPa,泊松比 淄= 0. 3,屈服应力 滓Y = 10 MPa。 由

于球体的对称性,仅对该球体的八分之一建模且划

分网格,如图 6 所示。
受内部压力的空心球体存在球坐标系( r,兹,渍)

的解析解[24],球体区域(a臆r臆b)中的径向位移 ur、
径向应力 滓r、环向应力 滓兹 和 滓渍 分别为

ur =

2滓y

3E
c3

b3 (1 - 2淄) r + (1 + 淄) b3

2r[ ]2 摇 摇 c < r 臆 b

滓y

E r (1 - 淄) c3

r3
- 2(1 - 2淄)

3 1 + 3ln c
r - c3

b( )é
ë
êê

ù
û
úú3 摇 摇 a 臆 r 臆

ì

î

í

ï
ï

ï
ï c

(22)

滓r =
- 2

3
c3

b3
b3

r3
-( )1 滓y 摇 摇 摇 c < r 臆 b

- 2
3 1 + 3ln c
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滓渍 = 滓兹 =

2
3
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b3
b3

2r3
+( )1 滓y 摇 摇 c < r 臆 b

2
3

1
2 - 3ln c

r + c3
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式中 c 为球体弹塑性区域交界处的半径,弹性区域为 a臆r臆c,塑性区域为 c<r臆b。
将空心球体沿径向、环向边均匀离散,得到不同大小尺寸的网格单元。 使用 SBFEM 对图 7 所示 4 种不

同尺寸的网格模型进行弹塑性收敛性研究,通过对比解析解,得到不同网格模型的单元径向位移百分比误差

(表 1)。 由表 1 可知,网格细化的程度越高,网格质量相对越好,收敛效果越好。 由于网格 4 的误差最小,选
择网格 4 进行模型的径向位移、最大主应力等弹塑性分析。

图 7摇 空心球体网格 1 ~ 4
Fig. 7摇 Grid 1 to 4 of hollow sphere

表 1摇 不同尺寸网格的收敛性

Table 1摇 Convergence of meshes

网格模型 径向单元数 /个 环向单元数 /个 子域总数 /个 总自由度 /个 位移百分比误差 / %

网格 1 6 8 2 304 8 778 4. 9
网格 2 8 12 6 912 24 678 2. 8
网格 3 10 16 15 360 52 866 1. 3
网格 4 12 20 28 800 96 798 0. 6
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由图 8 可知,随着空心球体内置压力的增大,径向位移增大,SBFEM 解与弹塑性解析解能够较好吻合。
在给定内置压力 P 下,图 9 给出了空心球体网格 4 的径向、环向应力分布曲线,可以发现,SBFEM 解与

弹塑性解析解能够较好吻合,空心球体网格 4 的弹塑性区域交界大致处于距离内表面 1 / 4 的位置。 随着网

格尺寸的细化,可以得到精确的弹塑性区域的交界半径。

图 8摇 空心球体径向位移分布

Fig. 8摇 Distribution of spherical
radial displacement

图 9摇 网格 4 应力分布

Fig. 9摇 Stress distribution of Grid鄄4

算例 2摇 三维带半圆孔简支梁的几何尺寸为 2. 0 m伊0. 48 m伊0. 16 m,且简支梁的中间位置带有一个半圆孔

洞,孔洞半径为 0. 32 m,几何尺寸如图 10 所示。 简支梁约束左端(x=0. 0 m)竖向位移,约束右端(x = 2. 0 m)固
定。 沿简支梁顶面施加(竖直向下)的均布面力载荷 P=12 MPa。 假设简支梁服从 Von Mises 塑性屈服准则,
材料的弹性模量 E=100 GPa,泊松比 淄=0. 333,屈服应力 滓Y =160 MPa,不考虑屈服硬化,不计重力。

图 10摇 简支梁计算简图(单位:m)
Fig. 10摇 Calculation diagram of simply support beam (unit: m)

如图 11 所示,SBFEM 采用八叉树算法对简支梁模型建立 6 个三维网格模型,自动生成、处理从细化区域到

非细化区域,修剪半圆孔洞的边界,在可能的屈服区和半圆孔周围的区域使用较小的八叉树网格单元离散,以
更好地表示塑性变形和几何结构。 SBFE 网格中使用了四边形单元和三角形单元,网络模型详细信息见表 2。

图 11摇 简支梁 SBFEM 网格

Fig. 11摇 SBFEM meshes for simply supported beam

对图 11 的模型进行弹塑性分析,设置 80 次荷载步控制荷载的加载。 采用 Newton鄄Raphson 迭代法对每个

载荷步进行迭代计算,提取每个载荷增量下节点M(x=1. 00m,y=0. 48 m,z=0. 0 mm)处的竖向位移、应力的输

出变量,得到前 65 次荷载步、不同网格模型的荷载 位移曲线,如图 12 所示。 由图 12 可知,起始荷载步加载
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图 12摇 简支梁节点 M 荷载 位移曲线

Fig. 12摇 Load鄄displacement curve at the node M of
simply support beam

表 2摇 简支梁网格信息

Table 2摇 Mesh information of simply supported beams

网格模型 子域数 /个 自由度数 /个 边长 / m

网格 1 292 1 638 0. 08
网格 2 402 2 430 最大 0. 08,最小 0. 04
网格 3 2 320 9 735 0. 04

网格 4 9 576 35 781 最大 0. 08,中间过渡
单元 0. 04,最小 0. 02

网格 5 10 416 38 859 最大 0. 04,最小 0. 02

网格 6 18 480 65 907 0. 02

期间,材料是弹性的,应力 应变呈线性增长,应力小于

图 13摇 简支梁的竖向位移云图

Fig. 13摇 Vertical deformation cloud of
simply supported beam

屈服应力;后续荷载步加载期间,材料从弹性状态转

变为塑性状态,应力 应变呈非线性增长;对于不同的

网格模型,由于仅在比例中心单点采用返回映射算法

确定 Newton鄄Raphson 迭代过程的有效塑性应变、背应

力和塑性变量,当观测点附近的子域边长越小,模拟

越精确,误差越小。
采用简支梁 SBFEM 网格 4 单元最大边长 0. 08 m,

最小边长 0. 02 m,中间过渡单元边长 0. 04 m,划分为

9576 个子域和 35781 个自由度;FE 网格采用较为均匀

的六面体单元,有 18 656 个单元和 66 528 个自由度,前
者的自由度数只有后者的 54% 。 荷载步加载第 65 步

的竖向位移云图如图 13 所示,SBFEM 与 FEM 的非线

性解几乎完全一致,验证了本文方法的准确性、可靠性。

5摇 结摇 摇 语

本文提出了一种基于 SBFEM 的三维结构的弹塑性分析方法。 八叉树网格划分算法大大简化了模型的

前处理工作,充分发挥 SBFE 网格允许边界有悬挂节点的优势,可以快速精细的创建出高质量的三维 SBFEM 计

算模型。 弹塑性模型考虑了关联流动准则的 Von Mises 塑性屈服准则和组合线性各向同性 /随动硬化准则。 由

Fortran 95 编制三维弹塑性 SBFEM 程序实现了三维结构的弹塑性分析。 2 个弹塑性分析算例计算结果表明,本
文 SBFEM 计算结果收敛于解析解,并与有限元非线性解高度一致,验证了本文模型的准确性、可靠性。
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