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摘 要 采用五节点索单元，提出了悬索结构平衡及自由振动非线性分析的一种新的有限元方法，

将索元变形后的位置用修正的 ()*+),*-),坐标的四次多项式来表示，并在索元变形后的位置上由
虚功原理建立了非线性有限元基本方程 $所提出的非线性有限元分析方法可充分考虑拉索的几何
非线性特性的影响，并给悬索结构的找形及振动分析带来方便 $此外，对单索结构的平衡及自振特
性进行了计算分析 $
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悬索结构在工程上的应用日益广泛，如大型体育建筑的屋盖部分以及斜拉桥、拉线塔、游览索道等等 !目
前对悬索结构的分析主要是采用数值或解析方法，针对不同的问题作出不同的假设 !国外在这方面的研究开
展得比较早，也相对比较成熟 !我国的研究则开展得比较晚，尚属于起步阶段 !迄今为止，可用于悬索结构非
线性有限元分析的方法主要有两节点杆单元［!］和多节点曲线单元［%，0］!这些单元几乎都是在悬索结构的初
始态已经确定的基础上建立的 !在已确定的初始几何上，基于总体 ()*+),*-),描述建立位移函数和有限元方
程，这样建立起来的有限元方程用于悬索结构荷载态的分析比较方便，而不能直接或不便用于悬索结构初始

几何及内力的确定 !事实上，悬索结构设计的关键就在于其初始几何及内力的确定 !悬索结构属于大位移几
何非线性问题，而对结构的几何非线性分析除可采用总体 ()*+),*-),坐标外，也可利用修正的 ()*+),*-),坐
标 !因此，本文提出了一种新的五节点索单元有限元方法，将索元变形后的位置用修正的 ()*+),*-),坐标的
四次多项式来描述，直接在三维整体坐标系下，在索元变形后的位置上由虚功原理建立非线性有限元基本方

程 !这样建立起来的有限元方程可十分方便地用于悬索结构的初始平衡及自由振动的分析 !文中对单索结构
的平衡及自振特性进行了计算分析 !

! 索元的非线性几何及物理关系

!"! 变位函数
基于修正的 ()*+),*-),描述，在整体坐标系 "#$% 中，设索元变形后的位置为

!! 1［&］!!& （!）
其中 !! 1［#! $! %!］.
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图 ! 索单元模型
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式中："———索单元变形前任意点至中点的无应力弧长；$———索单元无应力长度 %上标“"”表示索元变形后
的位置，以下同 %
!"# $%&’%(&)%(应变
用变形和未变形弧长表示的 *+,-+.,/+.应变的表达式为
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由式（#），则 0!"
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将式（(）代入式（!），则
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其中 " &［!］,1［!］,
!"* +),--.//应力与索元内力
假定索是理想柔性的，那 2/344566应力与 *+,-+.,/+.应变的关系可表示为

#" & -"" （)）
建立在已变形几何上的索元内力可记为

. & /-（# 0$"）"" （7）

式中：-"———索元的伸长率，

-" & 0 ""
0 " ’ # （8）

从式（&）（%）（8）可以看出 -" 又可表示为
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将式（%）及（9）代入式（7），则索元张力为
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# 索元的非线性运动方程
根据虚功原理，则
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式中：#"———沿索元变形后弧长分布的总分布荷载；$———节点集中荷载；/———未变形索元的截面积；#"，

""———沿索元变形后轴向的 2/344566应力和 *+,-+.,/+.应变 %
式（##）最后一项表示内力虚功，根据式（%）（)）可写为
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分布荷载 #"由三项组成，即
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式中：!!" ，!!$ ，!!%———索元的惯性力、自重和均布外荷载；’———沿索元未变形弧长分布的均布质量 +
将式（!）（!’）（!$）（!&）代入式（!!）并整理，得
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式（!(）为全量形式的平衡方程，为了求解方便，通常采用增量方程 +为此，对式（!(）微分，则无阻尼自由振动
方程为
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由式（!+），则
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式中：［-/］———索元的大位移刚度矩阵 +由式（’’），则
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因此，式（’!）可写为 ［’］!"#!, #［-1］!#!, ! % （’$）
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式中：［-1］———单元的切线刚度矩阵 +

! 求 解 方 法

!"# 静力平衡问题
根据式（!(）（’$），静力平衡问题全、增量形式的整体平衡方程可写为

" ! (.#!, & ) ! % （’(）

(1!#!, ! & " （’*）

式中的 (1，(. 可由各索元的［-1］，［-.］集合而成，) 是作用在结构上包括等效节点荷载在内的节点荷载，
可由各单元的 $，%，& 集合得到 +根据式（’(）（’*）即可用 -./01234567812法进行求解 +对于初始平衡问题，若
各索元的无应力长度已知，只需事先假定结构的形状，即假定各节点初始坐标，用方程（’(）和（’,）进行迭代
修正至平衡位置，这样就可方便地找出结构的初始几何及内力 +
!"$ 特征值问题
设!#!, 9 *.:#2，根据式（’$）可建立结构的不计阻尼自由振动特征方程

（(1 &#’+）* ! % （’+）

式中：(1———静力平衡终了时的整体切线刚度矩阵；3———整体质量矩阵，可由索元的质量矩阵［’］集合得
到；#———结构的自振频率；4———相应的特征向量 +利用子结构迭代法，根据式（’+）可方便地求得结构的低
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阶频率和振型 !

! 算 例 分 析
利用本文方法对两个单索的静动力问题进行计算 !
算例 !（图 "）是一初始平衡态已知的小垂度单索结构，已知其初始水平张力为 !# $%，初始水平荷载为

#&" $% ’ (，弹性模量为 " ) !*# +,-，截面积为 #&.*/ 0(" !采用本文方法计算该结构在终态荷载 # ) #&1 $% ’ (
作用下的静力平衡问题（结构列于表 !），并与文献［"］的五节点曲线元进行了比较，从表 !结果可以发现两
者是十分吻合的 !

表 " 算例 "终态荷载作用下的计算结果
#$%&’ " (’)*&+) ,- ’.$/0&’ " $1+’2 %3 +4’ &$)+ &,$2

采用方法
中点挠度

$ 0(
水平张力

$ $%

本文 "!&#23 !2&33/

文献［"］ "!&#3 !3&##
图 5 算例 "模型

67895 :,2’& ,- ’.$/0&’ "

算例 "是一支座不等高的单索结构 !为了表述方便，文中采用了无因次量纲：%& ) !!& $ ’，! )" $ ( $" ’，
其中 ’ 是索元的无应力长度 !采用本文模型，首先研究了弹性刚度 )" $（*(’）对其初始平衡的影响（图 4），结
果表明，随着弹性刚度 )" $（*(’）的增大，平衡曲线渐趋平坦；然后分析了该结构在弹性刚度 )" $（*(’）)
!###情况下的自振频率和低阶振型（结果分别示于图 /，1和表 "中）!

图 ; 弹性刚度 "# $（%&’）对平衡的影响 图 ! "# $（%&’）< "===时的 ()向两个低阶振型
6789; >&$)+71 ’--’1+) ,? ’@*7&7%A7*/ )4$0’ 6789! #B, -7A)+ C7%A$+7,? +30’ 7? () -,A "# $（%&’）< "===

图 D "# $（%&’）< "===时的 * 方向两个低阶振型
6789D 67A)+ +B, * /,2’) -,A "# $（%&’）< "===

表 5 不同单元数量下的自振频率（低阶）
#$%&’ 5 E$+*A$& -A’@*’?13 1,/0$A7),? -,A

C$A7,*) ?*/%’A) ,- ’&’/’?+)

单元数量 （!+）! （!+）" （!%,）! （!%,）"

! "&*.2/ 2&24*4 !"&."1# !*&!4*#
" "&*"/" 1&*"./ 1&!#*2 2&2"#*
4 "&*!*4 1&/222 /&34*/ 2&##2/
/ "&*!1! 1&/"/. /&2*2" *&*114

D 结 论

算例分析表明本文方法是精确有效的 !采用本文方法，在索元的无应力长度已知的情况下，可通过假定
结构的初始形状进行迭代，得到结构真正平衡的初始几何和内力 !
文中虽然仅考察了单索的平衡及振动问题，但本文方法同样适用于空间索网、索珩等悬索结构的非线性

静、动力分析 !
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