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快速收敛的可行方向算法
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摘 要 用算例研究了尝试法计算中初始步长选取和收敛速度的关系，进而提出了一种新的步长

确定法———约束近似法，避免了人为给定初始步长的缺陷 (对比计算表明，本文方法还可大幅度地
提高可行方向法的收敛速度 (
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考虑一个有 ! 个设计变量 ! *［"! "&⋯ "!］+，# 个不等式约束的数学规划问题：
极小化 $（!） （!）
满足 %&（!）!$ & * !，&，⋯，#

式中的目标函数 $ 和约束 %& 为 ! 的线性或非线性函数，并假设它们对设计变量的偏导数
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可求得 (从初始可行设计 !$出发，可行方向法的迭代公式如下：
!) *! ’ !) *!") ) ’ $，!，&，⋯ （,）

式中：")———迭代方向；!———步长 (
记 + ’｛& , %&（!)）’ $，& ’ !，&，⋯，#｝ （-）

为 !) 点的有效约束指标集，方向矢量 ") 须满足

"+
)"$ . $ （/）

"+
)"%& . $ &$+，当约束曲面凸向可行域外 （’）

"+
)"%&!$ &$+，当约束曲面凸向可行域内或 %& 为线性约束 （#）

条件式（/）0（#）保证了沿迭代方向 ") 至少可走一小步得到一个改善的可行解 (
依据确定方向 ") 方法的不同，可行方向法还可进一步分类 (其中，123456789:［!］曾最早提出用如下线性规

划来确定 ")：

极小化 ;"
满足 "+

)"%& <#&"!$ &$+
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= -). =!! . * !，&，⋯，
}
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解线性规划问题有许多成熟的标准算法，而且指标集 + 所包含的有效约束数目一般不多，因此关于方
向矢量 ") 的子优化问题易于求解，计算工作量不大，该法目前仍广为使用 (
迭代方向确定后步长的计算可表达成一个单变量的约束极小化问题：

极小化 $（!) <!")）

满足 %&（!) <!")）!$ & * !，&，⋯，# （"）
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由于可行方向法在每一迭代步将优化分解为求方向 !! 的线性规划问题和求步长!的单变量约束极小
化问题，所以适用于求解有众多设计变量的优化问题 "对大规模的优化设计问题采用可行方向法的优点还在
于：

!" 每一迭代过程结束时都能获得一个可行设计，因此即使在接近最优解时停止迭代，一般也能得到满
足实际需要的优化设计 "

#" 迭代过程中目标函数单调下降，即每走一迭代步都可得到一个更好的可行设计 "与之相比，一些基于
约束和目标函数近似表达式的优化方法在收敛过程中有时会产生目标值突然增大的跳跃现象，甚至得不到

收敛的优化解 "
然而，常见的可行方向算法多数采用尝试法计算步长，也有其不足之处：

!" 为检验迭代点是否位于可行域内和是否到达约束边界，需反复计算约束函数值 "对工程中提出的大
量优化问题，主要约束常不能用设计变量显式表达，约束值计算较费机时 "因此，须要众多的约束计算次数是
影响现有可行方向类算法计算效率的一个主要问题 "

#" 用尝试法计算步长时必须先给出一初始迭代步长，但在实际使用中有时无法通过预测选取一个适宜
的初始步长，此外，在接近最优解的迭代步中，初始步长也应逐步减小，对其变化方式难以作出普遍适用的规

定 "
本文以 !"#$%&’()*方法决定方向矢量 !! 为例，研究可行方向类算法中步长的最佳确定法 "首先，通过算

例对常用尝试法的步长选取和收敛速度作一研究，其后提出一个基于约束函数一次和二次近似式的步长确

定法，该法可大幅度提高可行方向类算法的收敛速度，并消除了必须人为给定初始步长的缺陷 "

$ 尝试法确定步长
实际计算中，为提高可行方向法的效率，在计算步长时一般不要求作精确的一维搜索；在确定有效约束

时，采用约束容差法，即预先规定一个小的正数"#，凡满足

$"# ! %& !"# （+,）
的约束为有效约束 "在算法实现时，计算步长!的一维问题（式（-））还可分成两步：先求出!’ 使迭代沿 !! 方

向前进到可行域边界，再通过一维搜索计算!!，即要求

(（"! )!!!!）* .(&
,!!!!’

+（"! )!!!） （++）

/(0123［4］曾提出在求出!’ 后计算下例导数

’(
’! !*!’

* !5
!"(（"! )!’!!）

若结果小于零，可直接取!! 6!’，"! 7 + 6 "! 7!!!!，转入下一轮迭代求方向 !! 7 +；否则，再由式（++）作一维搜索
确定!! "
这里取定一个初始步长作为每一次迭代开始的试算步长，用尝试法求出!’，使设计点位于可行域边界 "

通过 "!、"! 7!’!! 两点处的目标值和 "! 点目标函数关于!的导数值构成一个二次函数 ,（!）6 -!4 7 ’!7 #
代替目标函数作近似一维搜索，求出!! "具体计算步骤如下：

!" 输入初始步长!（+），置 . 6 + "
#" 计算 "!

（ .）6 "! 7!（ .）!!，%&（"!
（ .）），确定指标集

/# *｛& 0 %& 1"#，& * +，4，⋯，2｝ / *｛& 0 $"# ! %& !"#，& * +，4，⋯，2｝
若 /#，/ 均是空集，转 2；若 /#为空集，/ 为非空集，令!’ 6!（ .），转 %；若 /#为非空集，转 ’ "

%" 令!（. 7 +）6!（ .）7（. 7 +）!（+），置 . 6 . 7 +，转 8 "
&" 用线性插入法（图 +）求出!’，置迭代点于可行域边界 "
’" 计算沿 !! 方向目标函数的二次近似式,（!）6 -!4 7 ’!7 #，!, 6 9 ’ 3（4-），为使 ,（!）取极小值的

步长，取!! 6 .(&（!’，!,）"
例 $ 极小化 ( 6 44+ 7 444
满足 %+ 6 44+ 3 4, 9 44 7 +!, %4 6 444 3 4, 9 4+ 7 +!,
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图 ! 用线性插入法把迭代点拉回约束边界示意图
"#$%! &’()*) +, -.//#0$ #/)12/#3) -+#0/4 52’6 /+ /() 5+.07218 .4#0$ 9#0)21 #0/)1-+92/#+0

这是 !"#$%&［’］在说明可行方向法的迭代过程时所举的一个例子 !选用同样的设计变量初值 "() * +，"’) *
, !初始目标值 #) * -. !用不同的初始步长进行迭代，收敛情形列于表 ( !由表可见，总迭代次数都为 ,次，但
收敛于最优解所需约束计算次数不同 !当!（(）* )/0时，所需次数最少，为 (1次 !

表 ! 例 !用尝试法计算步长的优化结果
:259) ! ;)4.9/4 +, +-/#*#<2/#+0 58 /() /18=207=)11+1 *)/(+7（)>2*-9) !

!
!
!
!
!
!

）

初始步长

!（(）
迭代

次数

约束计算

次 数

最 优 解

#234 "(234 "’234

初始步长

!（(）
迭代

次数

约束计算

次 数

最 优 解

#234 "(234 "

!!!

’234

)/, , ’, ’/’’5-. (/)..1( (/)..1( )/0 , (1 ’/’’5(

!!!

+ (/)..0- (/)..0-
)/- , ’’ ’/’’5(+ (/)..0- (/)..0- )/1 , ’) ’/’’5’

!!!

’ (/)..0. (/)..0.
)/. , ’( ’/’’5(- (/)..0, (/)..0, )/5 , ’( ’/’’5,

!!!

) (/)..00 (/)..00
)/+ , ’( ’/’’5(, (/)..0, (/)..0, (/) , ’’ ’/’’5,5 (/)..05 (/)..05

例 ? 此例选自文献［,］!这是一个有吊索加强的悬臂梁受强度约束的优化问题，取结构材料费用为目
标函数，形成数学优化问题后为：

极小化 # *（’) $",）" 6 ’)%

满足 &( * ()’ $ "#1) &’ * 0.) $ % 7 "(.) 7 ,
-% ’#() &, *

(10/.
% 7 "-.) 7 , ,

+-% ’#)

&- *
’0’’

-)5/+% 6 ", ,
+-%’#() &. * "$) &+ * %$)

以上式子中 ’ * .)（)/(+%
", "

6 ’/.),）

表 ? 初始迭代步长与优化过程约束计算次数的关系（例 ?）
:259) ? ;)92/#+04(#- 5)/@))0 /9) #0#/#29 #/)12/#3) 4/)- 9)0$/(
207 /() 0.*5)1 +, ’29’.92/#+0 #0 +-/#*#<2/#+0（)>2*-9) ?）

初始步长!（(） )/). )/( )/’ )/, )/- )/1

约束计算次数 ,, ’5 ’. ’. ’1 ,)

表 A 初始迭代步长与优化收敛速度的关系（例 A）
:259) A ;)92/#+04(#- 5)/@))0 /() #0#/#29 #/)12/#3)

4/)- 207 /() ’+03)1$)0’) 12/) +, +-/#*#<2/#+0（)>2*-9) A）

初始步长!（(） )/)). )/)( )/)- )/). )/)+ )/()

迭代次数 (1 (+ 0 (0 (0 (0
约束计算次数 1( ++ +( .1 +( 0)

从初始设计 ") * ,，%) * 5，#) * ’(-/+-( 出发，选
用不同的初始步长均通过 .次迭代后收敛于同一最优
解 "234 * ,/)+( 1(，%234 * ./0+5 ’,，#234 * (.)/0,5 !最优
解位于 &’和 &,约束曲面的交汇处 !表 ’列出不同的
初始步长和收敛需要的约束计算次数的关系 !
例 A 极小化 # * "(（"’ 6 ’",）
满足 &( * , 7 "("’’#) &’ * ’ 7 "("’,#)

&, * ( 7 ",#) &- * ", 7 ’"(#)
迭代初值取为 "() * "’) * ",) * ’，#) * (’ !最优解

位于 &(，&’，&,约束曲面的交点，其值为 "(234 * )/05,0)，
"’234 * (/5--(+，",234 * (/.10 -)，#234 * -/)+’ 5- !初始步
长选取和迭代收敛关系列于表 , !
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! 约束近似法确定步长
尝试法的算例研究表明，即使选用“最佳”初始步长，获得优化设计需要的约束计算次数仍然较多 !原因

来自两个方面：（!）选用较小的初始步长会引起沿迭代方向要走较多的试探步才能跨出可行域，确定有效约
束 !（"）选用较大的初始步长会引起有效约束确定后需要较多的线性插入才能达到约束边界 !本文提出的解
决方法是：在每一迭代步，用“动态”方式确定初始步长，而不采用一个固定的初始步长；在寻求约束边界时，

用比较精确的约束近似式而不是用线性近似式 !具体来说，在每一迭代步中确定迭代方向 !" 后，约束作为步

长!的函数

#$（!）% &$（"" ’!!"） （#$）
将先用线性近似式

($（!）% #$（%）’!（
&#$
&!
）% % &$（""）’!!’

"!&$（""） （#(）

代替，求出达到约束面的近似步长（图 $）：

!$ % ) #$（%）（
&#$
&!
）% （#)）

取 !* % *+,
#" $" +
!$ , %

!$ （#-）

为该迭代步的初始试探步长 !
若点 "" .!*!" 不在可行域边界上，我们将用约束的二次近似函数法迭代计算!- !设对应于!#，!$（第一

次迭代时!# / %，!$ /!*）的约束值 #$（!#），#$（!$）和!# 的约束导数值
&#$
&( )! !#

已知，则 #$（!）可用!的二次

函数近似表达（图 (）：

图 ! 约束的线性近似 图 " 约束的二次近似
#$%&! ’$()*+ *,,+-.$/*0$-( -1 2-(30+*$(03 #$%&" 45*6+*0$2 *,,+-.$/*0$-( -1 2-(30+*$(03

#$（!）# .（!）% /（! )!#）
$ ’ -（! )!#）’ 0 （#0）

由条件 .（!#）% #$（!#） .（!$）% #$（!$） （
&.
&!
）!#

%（
&#$
&!
）!#

可解出 1 % #$（!#） - %（
&#$
&!
）!#

/ %
#$（!$）) -（!$ )!#）) 0

!$ )!#
（#1）

令 .（!）% %给出

!$ %!# ’（) - 2 -$ ) )$ /0）3（$/） （#2）
使 -$ 3 )/0 4 %的约束，对步长没有限制，不在考虑之列 !式（#2）中正、负号选取应满足!$ 5!#，当两个解都大

于!#时选取较小者 !
使用上述公式，用约束近似法确定步长的计算步骤为：

*& 计算 #$（%）和（
&#$
&!
）%，并用式（#)）和（#-）计算!#及 #$（!#），令!# / %，!$ /!#，4 / # !

7& 由式（#1）和（#2）求出!$，令!（4）/ *+,!$，计算
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!（ !）
" # !" $!（ !）"" %&（!（ !）

" ）

确定指标集

’! #｛& ( )& *"+，& # !，"，⋯，,｝ ’ #｛& ( -"+ " )& ""+，& # !，"，⋯，,｝
若 ’!为空集，’ 为非空集，转 #；否则转 $ .

!" 若!（!）%!"，置!! &!（ !）；若!（ !）’!"，置!! &!"，!" &!（ !），并算（
#%
#!
）!!，置 ! & ! ( !，返回 )*

#" 令!/ &!（ !），计算沿 "" 方向目标函数二次近似式 0（!）& 1!!" ( /!!( +!，使 0（!）取极小值的步长
!0 & + /! 2（"1!），取!" & ,-.（!/，!0）.
用本文提出的约束近似法计算步长，对上述几个算例作对比计算，结果表明，收敛于最优解的迭代次数

基本不变，但每次迭代中步长计算的效率大大提高，从而节省了大量机时 .表 / 是尝试法和约束近似法计算
结果的比较 .对每个算例，除计算步长的方法不同外，其他方面，如迭代方向计算，初始设计变量，约束容差的
取值等均完全相同 .

表 $ 尝试法和约束近似法计算结果比较
%&’() $ *+,-&./0+1 +2 .)03(40 !&(!3(&4)# ’5 46) 4.57&1#7)..+. ,)46+# &1# 46&4 +2 !+104.&/14 &--.+8/,&4/+1

方 法

算例 ! 算例 " 算例 0

迭代次数
约束

计算次数

最优

目标值
迭代次数

约束

计算次数

最优

目标值
迭代次数

约束

计算次数

最优

目标值

尝 试 法 0 !1 "2""3!4 5 "5 !562703 !7 51 /264"30
约束近似法 0 1 "2""3!" 5 3 !562703 !1 "1 /264"3/

注：对表中的 0个算例，尝试法的初始步长分别取为 627，62"和 6265 .

9 结语和讨论

&" 通过算例，分析了可行方向类算法用尝试法计算步长的缺陷，提出用约束的线性近似计算每次迭代
的初始步长，用约束的二次近似使设计逼近可行域边界的算法 .对比计算结果充分表明这一方法的有效性，
即达到优化解需要的约束计算次数不到尝试法的一半 .

’" 所建议的方法采用迭代点处的约束及其导数值决定约束的直线近似（图 "），采用与步长!!对应点的

约束及其导数值和步长!"对应点的约束值决定约束的二次近似（图 0），目的是最大限度地减少约束值计算
次数 .在许多工程问题中，约束值的计算需要求解线性代数方程组，计算量较大 .而约束导数的计算可以利用
已有的计算分析中间结果，增加的计算量相对较小 .

!" 为确定起见，本文采用 89:;<.#-=>方法计算可行方向 .实际上，所提出的约束近似法计算步长对可行
方向类的其他算法也适用 .
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