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破开算子法用于二维流场计算的误差分析
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摘 要 对破开算子法应用于二维流场计算时由于将算子分裂和分步计算造成的误差进行了分析

研究 (首先介绍分步误差概念和推求方法，然后，对流场计算中若干典型的破开格式，在不同算例
下，计算出对应的分步误差值，再与数值验证相对照，结果吻合 (结论是：在地形变化复杂，流场流态
改变剧烈时，要慎用破开算子法 (对破开算子法在二维流场计算中的应用和改进有明确的指导意
义 (
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破开算子法是苏联学者 +,-./0等人于 1$ 年代中期提出［!］!在我国，使用破开算子法计算实际水流问
题，是在 ’$年代初［&］!此后，大量运用该法的文章见于各种文献报道 !在破开算子法的基础上，提出了各种不
同的分步算法 !例如：分步有限差分法、分步杂交法、准解析法等 !
然而，破开算子法并不是对所有问题都是行之有效的 !文献［%］指出，当计算的时步长 "# 较大时，沿坐标

轴向分步将产生轴化效应 !文献［2］在研究苏州河口整治问题时，由于流场流态变化过于剧烈，不得不使用不
分步的计算法 !
分步有可能导致较大误差，文献［1］对此进行了专门研究，提出了分步误差和比较方程等概念 !分步误差

指由于算子分裂、分步计算引起的额外的截断误差项 !以往研究者认为它是高阶微量，可以忽略 !可是，对于
具体实际问题，固定的计算时步长 "#，分步误差不一定是微量 !不分步计算模型的截断误差，一般是方程的
精确解关于时间变量或空间变量的导数项组成，有明确的物理意义可寻，对此已有一些研究成果 !破开算子
法计算模型的截断误差，在计算上的困难是含有中间变量 !中间变量是联系分步计算格式的过渡值，没有具
体的物理意义，在算子非线性情形，中间变量不能关于未知解函数显式地解开 !文献［1］将破开格式的截断误
差处理为不分步计算模型的截断误差与分步误差之和 !这两种截断误差，由于其产生的途径不一，对近似解
的影响也就不同 !
本文除介绍用破开算子法求解浅水波方程的分步误差计算法外，还将用不同的破开格式、在不同算例下

计算出的分步误差值与数值验证相对照，所得结果对破开算子法在二维流场计算中的应用和改进有明确的

指导意义 !

! 分步误差推导
设 $ 是满足如下性质的非线性算子 $% 3 $（%，%）：
（4） 关于第二个作用是线性的，即

$（&，!’ (")）*!$（&，’）("$（&，)） !，"! +! （!）
（44） 关于第一个作用，存在泛函 ,，使任意函数 - 有

$（& ( -·"#，’）* $（&，’）( ,（&，-，’）·"# （&）

例如：$& 3 &"&
".
，因为导数项的变化较大，取"

".
为第二个作用，它是线性的，满足性质（4）!在函数 & 的变

化不大时，$ 的非线性作用，可作局部线性化处理，即视"
".
前的 & 是已知系数，把"

".
前的系数作为第一个作
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用，则!
!!
前关于系数 " 的作用满足性质（!!）#

设有偏微分方程：

!$
!% &（’" ( ’#）$ （$）

式中：’)———满足性质（!），（!!）的非线性算子，（ ) % "，#）；$———待求的未知解函数 #
现考虑带有一个权系数的形式更广泛的破开算子法：

（$*(" +# , $*）+ -% &!’"（$
*，$*(" +#）(（" ,!）’#（$

*，$*） （&）
（$*(" , $*(" +#）+ -% &（" ,!）’"（$

*(" +#，$*(" +#）(!’#（$
*(" +#，$*("） （’）

其中 ("!"" #当!% "时，是一般文献报道中常见的破开算子法；当!% " + #时，就是 )*+法 #
由式（&）推知：

$*(" +# & $* ( .·-% （,）
其中 . &!’"（$

*，$*(" +#）(（" ,!）’#（$
*，$*）

据性质（!!）：
’)（$*(" +#，$）& ’)（$* ( .·-%，$）& ’)（$*，$）( /（$*，.，$）·-% （ ) & "，#）

代入式（’），经整理得
（$*(" , $*(" +#）+ -% &（" ,!）’"（$

*，$*(" +#）(!’#（$
*，$*("）(

（（" ,!）/（$
*，.，$*(" +#）(!/（$

*，.，$*("））·-% （-）
式（&）(（-）得

（$*(" , $*）+ -% & ’"（$*，$*(" +#）( ’#（$*，!$
*(" (（" ,!）$

*）(
（（" ,!）/（$

*，.，$*(" +#）(!/（$
*，.，$*("））·-%

（.）

（" /!）0式（&）/!0式（-）并解出 $* 1 " +#，为了和式（,）区别，记为 $* 1 " +#
# ，

$*(" +#
# &!$

*(" (（" ,!）$
* ( -%·’#（$*，（" ,!）

#$* ,!
#$*("）,

-%#·!（（" ,!）/（$
*，.，$*(" +#）(!/（$

*，.，$*("）） （2）
式（2）代入式（.）中得

（$*(" , $*）+ -% &（’" ( ’#）（$*，!$
*(" (（" ,!）$

*）( 0" ( 0# （"(）
其中 0" & -%·’"（$*，’#（$*，（" ,!）

#$* ,!
#$*("））

0# & -%·（（" ,!）/（$
*，.，$*(" +#）(!/（$

*，.，$*("））,

-%#·!’"（$
*，（" ,!）/（$

*，.，$*(" +#
# ）(!/（$

*，.，$*("））

式（"(）是与破开格式（&）（’）等效的不分步差分格式（比较方程［’］）与微量 0" 1 0# % 1（-%）之和的形式 #
我们把微量 0" 1 0# 称为分步误差 #在 ’"，’# 线性的假定下，0# % (（参见文献［’］），式（"(）不含有中间变量

$* 1 " +# #一般情形，0#$(，0#中含有 $* 1 " +# #记（,）式确定的中间变量 $* 1 " +# % 2"（$*），式（2）确定的中间变
量 $* 1 " +#

# % 2#（$*，$* 1 "），其中 2"，2#是隐函数，一般用迭代法解出 #当 $* 1 "取解 $ 在（ * 1 "）-% 时的精确
解时，有可能 $* 1 " +#$$* 1 " +#

# #因为 $* 1 " +# % 2"（$*）与式（,）等价，$* 1 " +#
# % 2#（$*，$* 1 "）与式（2）等价，根据

不同消元过程所需公式确定 0#中的中间变量 $* 1 " +# #

! 二维流场的误差分析与数值验证
对二维浅水波方程的三种常见破开方式，按坐标轴向破开［#］记为 3"，按物理意义破开［$］记为 3#（"），)*+

格式记为 ."，计算出相对分步误差值（表 "）#相对分步误差值指分步误差与控制项比的最大值 #控制项指参
与微分方程中的某个起主要作用的项，即从数值上看较大的那一项 #
笔者的计算是对下述三个算例在恒定流下进行的 #取一个长为 # &(( 3，宽为 #(( 3，下游水位比上游低

(4#3，河底糙率 * % (4((#’的顺直河道 #对这个河道的河底地形分三种情况就构成了三个算例 #算例 "，在一
浅的矩形截面棱柱形河道中加深“4”字形河沟；算例 #，对称抛物形截面的棱柱形河道；算例 $，在一矩形截
面的棱柱形河道中端，建一埋于水下的丁坝 #表 "是三种常见算法在各算例下的相对分步误差值 #
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表 ! 各算例的相对分步误差值
"#$%& ! "’& (#%)& *+ ,-&./$0/,-&. 1&%#-2(& &11*1, 23 #%% 4#%4)%#-235 &6#7.%&,

算例
计算时步长

!" # !
$" %" !#（"）

&’( &’) &’* &’( &’) &’* &’( &’) &’*

"

#

$

%
"%
$&

%
"%
$&
’&
"%&

%
"%
$&
’&
"%&

&(&#)* $("%"# &("%*& & &(&#&) &(&&+# & &(&,’) &(&’"&
&(&)’& ,(++*, &(#+’’ & &(&’#$ &(&"#’ & &(#)+" &(")&’
&("*#& ")())#+ &(#%*# & &("#+* &(&#%" & &(%+"" &($%+,

&(&$,$ &(&$"# &(&*&" & &(&&&" &(&&", & &(&$*+ &(&*&"
&(""*) &(&,$’ &(#"&+ & &(&&&# &(&&%* & & +""## &(#"&"
&(#$%% &(")*# &(+#&, & &(&&&% &(&""% & &(##+# &(+#&%
&(+*&" &($*+$ &()+"* & &(&&"& &(&#$& & &(++*, &()+"&
"("’,& &(,$%’ #("&%+ & &(&&#% &(&%*% & "(""%$ #("&#’

&(&%&& &(*,*’ &($"+% & &(&")$ &(&&## & &(&%&$ &(&’$)
&("%&& #($,%+ &(%+$* & &(&%%& &(&&’% & &("+#* &("+*"
&($&&& +(*,)& $(%#’) & &(""&" &(&"$& & &(#*)) &($&+’
&(’&&# ,(’",$ ! & &(##&# &(&#%, & &(%#’% &(*"$$
"(%&", #+("%&’ ! & &(%%&% &(&’+) & "(+#+$ "(+’**

注：&’( 是连续方程的相对分步误差值；&’)，&’) 分别是 )动量方程和 *动量方程的相对分步误差值；!表示误差值超过 "&& +

表 8 最大流速差
"#$%& 8 9#627)7 :2++&1&34& *+ +%*; (&%*42-0
算例 $" $#（"） %" $,
" &($*%" &(&)&& &(&&&’ &(&&&"
# &(&&*) &(&&&% &(&&&" & +&&&&*’
$ &($)"# &(#++, &(&&"# &(&&&,

对以上三个算例，分别用不同的算法，在上述时步长 !"
下，计算其流场 +相应于 $"和 $#（"）的比较方程

［+］，记为 $, +
%"算法对算例 "，在 !""+% !稳定 +对算例 $，在 !""’& !稳
定 +各种算法对不同计算时步长 !" 下，计算出的流场与对应
的算法在 !" - %!时的流场比较，取最大流速差，然后，再关于
不同 !" 的最大流速差取算术平均值，得表 # +
算例 "和算例 $的流场图见图 "、图 # +各算法对算例 #绘出的流场图均较理想 +

图 ! 算例 !的流场（!" < => ,） 图 8 算例 =的流场
?25@! "’& +%*; +2&%: *+ 4#%4)%#-235 &6#7.%& !（!" < => ,） ?25@8 "’& +%*; +2&%: *+ 4#%4)%#-235 &6#7.%& =

由以上图表可见，对应于较大分步误差值的算法，其流速差也较大，流场图也不合理 +算例 "和算例 $，
最大分步误差的取值点与最大流速差的取值点都发生在地形改变剧烈处 +算例 #，地势变化平缓，这些点呈
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随机分布 !数值验证的结论与分步误差值的分析是吻合的 !

! 结 束 语
一个破开格式可以看成是一个不分步差分格式（比较方程）与一个微量（分步误差）和的形式 !以往研究

者认为，分步误差与比较方程相比，是一个高阶微量 !然而，这种认识是基于一种形式上的推导 !事实上，究竟
是不是“微量”，还取决于计算时步长 "# 前的系数 !在解决实际问题时，"# 总是固定的，很多情况下，并不能
取得很小，破开算子法舍去的分步误差是不是“微量”就值得怀疑 !本文研究表明：在地形变化复杂处，对有些
破开格式，分步误差可能很大，甚至于不太大的 "# 亦是远超过方程的控制项 !因而，得到的数值解背离物理
事实 !分步误差的研究和计算，在破开格式的算法比较和改进上，具有明显的指导意义 !
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