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一类弹性力学平面矩形域问题的分离变量法!
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摘 要 与传统的半逆解法不一样，采用弹性力学的 ()*+,-./理论和分离变量法，推导和求解了侧
边为齐次边界条件的平面矩形域问题的解法，并进而把求解思想推广到非齐次边界条件情况，没有

采用边界条件齐次化方法，而成功地求出了矩形域非齐次边界条件的解，从而扩展了分离变量法和

弹性力学的求解方法 &
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在弹性力学中，传统的解法是采用提高微分方程阶次的半逆解法［!，’］，这有时使人难以适从 !而在 ()*+,2
-./体系下，则可采用分离变量法，从而使一些问题可以直接求解（与半逆解法相比）!在文献［%］中，给出了齐
次边界条件分离变量法的主要思想和方法，本文据此首先求解了齐次边界条件的一些具体问题 !在此基础
上，进一步推广文献［%］中的思想，求解了非齐次边界问题，从而使一类弹性力学问题可以采用直接解法 !限
于篇幅，本文主要以平面应力矩形域问题为例进行讨论 !

! "#$%&’()体系下的弹性力学基本方程及其分离变量法
在 ()*+,-./体系下，平面应力问题弹性力学的基本方程为［%］
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式中：!———混合状态变量；"———()*+,-./算子矩阵 !
方程（!）可以直接从弹性力学的平衡方程、几何方程、物理方程推得，也可以由能量原理推得 !在能量原

理下可以看出其正则性 !这里没有考虑体力项 !
考虑 & 边（侧边）为齐次边界条件（图 !）

"&" # $ !& # ("%
"& )#!" # $ （当 & # * + 时） （%）

采用分离变量法，令

!（&，"）# !（&）·,（"） （1）
其中!（&）是向量，,（"）是标量 !代入式（!）可得
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图 ! 矩形域齐次边界条件情况
"#$%! &’(’$)*)’+, -’+*./01
2’*.#3#’*, #* 0)23/*$4) .’(/#*

!!（!）"!!（!） !#（$）
!$ "!#（$） （!）

第一式为特征方程，!为特征值，!（!）为特征函数向量，求解时必须
考虑边界条件（"）%第二式解很易求得 %当求出!（ !），#（ $）后，代入式
（#），再根据两端边界条件（$ $ %，&）定出常数，则问题就得解 %当然，这种
做法的合理性取决于这些特征解在全状态函数向量空间的完备性［#］%
现在，问题归结于求解特征方程 %文献［"］证明，其特征值可分为! $

%和!"%两部分，对应!"%的解在横截面上是自相平衡的力系，是由圣
维南原理覆盖掉的解，对此我们不感兴趣 %这样，特征值还有一种情况是

!$ %，对此特征方程为

!!（!）" % （&）
根据原特征方程可以证明［"］!$ %是其六重特征根 %由于 ! 是不对称矩阵，因此有约当型解，通过求解，

有结果：
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一阶约当型解：

!!" " !’ !" "（%，’"! ( )’，*，%）( "" " !" ( $!’

!!# " !) !# "（’ !，%，%，%）( "# " !# ( $! }
)

（+）

二阶及三阶约当型解：
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其中!- 间有共轭辛正交关系，.- 是方程（’）的特解 %这里与文献［"］稍有不同的是多了常数 )’，这是为
了后面讨论非齐次边界问题的需要 %通解为
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而 #! " *!0
!! ("#$ " %

5 齐次边界问题的求解
有了方程（’%），只需要根据两端边界条件定出常数 /’ - /&和 )’，就可以求出问题的解 %下面考虑两例 %

56! 矩形梁的纯弯曲（图 ’）
两端条件为

$!$ 1 $ " % "$!$ 1 $ " & " % $
+

’ +
#$.! " % $
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’ +
#$!.! " 2

分别代入式（’%）第 #，"式，可得
/" " /& " % /! " ’ "2 3（)*+"）

从而得应力

#$ " "2! 3（)+"） $!$ " %
如果是简支梁，则有位移约束条件
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代入式（"!）第 "，#式，可得
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结果与文献［#］的完全一致 -

图 ! 悬臂梁受集中荷载示意图
"#$%! &’()*(+,-+*. /’-. ’(

)-(+#/*0*, 1*-2

!3! 端点受载荷悬臂梁的弯曲（图 !）
左端应力边界条件为
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代入式（"!）第 &，$式，可得
’$ # ’% # ! ’( # $/ 0（#*+#）

从而得应力
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结果与文献［"］的完全一样 -至于位移分量，只要根据右端位移约束条件，代入式（"!）第 "，#式，同样可以求
得，这里为节省篇幅，不再列出 -

4 非齐次边界问题
不失一般性，若考虑侧边上#""!的情况 -对于""$"!，情况类似且要简单 -对于#"，""$都不等于零的情

况，则可应用叠加原理 -首先考虑边界上#" 为常量的情况 -
435 侧边上!! ) " 的情况
此时边界条件为
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对于非齐次边界条件，按照一般的分离变量法［%］，是首先进行边界条件齐次化 -而目前在非齐次边界条
件中包含 ! 和#$ 两个函数，要进行齐次化是困难的 -在文献［$］中，提出了求特解的想法，即由方程

#"* # "( （"#）
求出满足边界条件（"）的解 -然而，这也只是一些特殊情况才有解析解，尤其当非齐次边界条件的右端为 $
的函数时，此法会失效 -这里，改变一下文献［$］的做法，即先求方程（"#）的解，而暂不考虑非齐次边界条件，
其结果为
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式中 2#为积分常数 -这样满足方程（"）的又一特解为

$* # "* , $"( , $#
#"% , $$

("& , $&
#&"# （"&）

最后通解为：$* # $
*

3 # "
’343 ，再考虑两端边界条件和式（""）中的非齐次边界条件，即可定出常数 ’3 和
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!" #为了说明方法的有效性，下面计算两个例子的应力分量，位移分量可类似求得 #首先，写出应力分量通解

表达式（其中!$ 由 %!&
!$ !"!’ 求得）：
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例 ! 悬臂梁受均布荷载（图 $）#此时式（’’）中，-’ ( ) -，-# ( *#左端条件为
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代入式（’%），求得
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图 " 悬臂梁均布荷载示意图
#$%&" ’($)*+,-. /$01+$2314/ -*5/

*( 65(1$-474+ 245,

)& ( * )" ( $-
#%*$

!# ( *$
$
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此结果与用应力函数求解的相同［&］#
例 8 简支梁受均布荷载（图 ,）#此时式（’’）中，仍有 -’ ( ) -，-# ( * #两端条件为
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分别代入式（’%），求得（有的条件自动满足）
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图 9 简支梁受均布荷载示意图
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此结果与文献［’］中的相同 #
";8 侧边上!! ( "# 的情况
侧边上!$ ( -’ 时，侧边界条件为
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为了求解这种边界条件下问题的解，类似于上面，先求出方程 !!% &!’的解，即
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这里已经满足!!" & !的侧边界条件 *这样，满足方程（"）的又一特解为
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再考虑两端边界条件和式（"$）中非齐次边界条件，即可定出常数 *下面计算一例 *

图 ! 悬臂梁受静水压力示意图
"#$%! &’(’#) *(’+, -,+../,+ #0

)(0’#1+2+, 3+(4

例 5 承受静水压力的铅直悬臂梁（图 (）*此时式（"$）中 ’" & !，’# & , ’，
顶端条件类似于例 "，为
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最后应力为
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此结果与文献［"］完全一样 *

6 结 束 语
与通常的分离变量法处理非齐次边界条件的方法不同，本文采用先求通解，然后再满足边界条件的方

法 *虽然文中仅给出到 " 一次函数变化的边界条件情况，但从推导可以看出求解的一般过程，从而对于边界
条件是 " 的 / 次函数变化的情况，利用本文方法可以求出通解 *在极坐标中，也可有类似的结果 *对于层状结
构的组合梁，应用本文的方法和结果，也可求得解析解 *因此，这里几乎能找到半逆解法的所有解 *随着研究
的深入，或许还能发现以前未发现的解 *
与弹性力学的半逆解法相比，分离变量法可以直接求出通解，然后只要根据边界条件求出问题的解，其

求解过程有规律可循，而且位移和应力可以一起求出 *从解的表达式还可以看出解的构成情况，从而有助于
问题的分析 *如果再考虑特征值不等于零的解，则可以求得完全满足边界条件的解 *所以分离变量具有较好
的优越性，而这些只有在 ./012345体系下才能做到 *
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