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广义压缩估计的若干性质

张 钦

（淮阴工业专科学校 淮阴 %%&$$!）

摘 要 针对人们处理较多自变量的大型回归问题时设计矩阵难免存在近似的线性关系的问题，

讨论了文义压缩最小二乘估计（即 ()*)估计）的一些性质，如相似性、优良性、精度等，认为 ()*)
估计是一个非常实用的估计类 ’
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!""&年王力群［!］引进了线性回归模型中回归系数的一个估计类———广义压缩最小二乘估计（(,-,./0
)12.-3,- *,/45 )62/.,4，简记为 ()*)）!许多常用的估计如岭估计、广义岭估计、主成分估计和压缩估计都属于
这个估计类 !文［!］中已经讨论了该估计类中估计的相容性问题以及在矩阵均方准则下估计的比较问题 !本
文继续文［!］的工作，讨论该估计类的其他性质 !
设线性回归模型

" # !! $! %! # $ 789（!）#"% " （!）
式中：!———& : ’ 的设计阵；!———& : !随机向量；"———单位矩阵；!，"———未知参数，!!!，$ ;"; < !此
外我们还假定 %"./-3! = ’"& !
本文的有关符号及约定详见文［&］及文［>］!

" #$%$估计的基本性质及优良性
根据 ()*)估计的定义，该估计类显然是一个有偏估计类 !以#·#记欧氏模，则具有下列基本性质：
&’ 对任意 (，若#!#$$，总有#!（(）#"# )!#；
( # 存在 (，使 ?)@（!（(））; ?)@（ )!）成立 !
定理 " 设!%* 为回归系数!的保留前 * 个主成分 ?/44A的主成分估计，则有
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定理) 令

" # BC/D（
! - ,!
! $ ,!#!，⋯，

! - ,’
! $ ,’#’）

则在椭球!/0"0/!""
%内，有 ?)@（!（(））"?)@（ )!）成立 !

定理 %说明了由于 *)在线性估计类中是可容许估计，因此我们不可能找到一致地优于 *)估计的线性
有偏估计，线性有偏估计只能局部地改进 *)估计 !

) #$%$估计的有效性
笔者已经用均方误差作为比较!（(）的 )!的标准，讨论了!（(）的优良性，证明了在椭球!/0"0/!""

%内

!（(）比 )!有较小的均方误差 !
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比较两个估计的另一个重要的标准是相对效率（简称效率），文献［!］给出了线性模型参数估计的效率的
一些基本结果 !对于本文讨论的有偏估计，引入如下的效率定义：
定义 ! 对模型（"）设!!为!的线性有偏估计，用 " #［$%&（!!）"$%&（ #!）］来表示!!对 #!的效率，记为

"（!!）!
如果 $%&（!!）"$%&（ #!），则!!的效率不小于 ’，因而 ’""（!!）"" !效率越接近 "，!!改进 #!的程度就越高 !

下面的定理给出了!（$）相对于 (%估计 #!的效率的下界 !
定理 " 如果#% # &##% # & ) "#⋯##%#’，则在椭球!’(!(’!"$

*内，有

"（!（$））$
&（" ) **）

& + " +（( ) & )#%）

其中 * + ,-.｛,"，,*，⋯，,%｝，且 *%" !
从定理的结论可以看出，若 * 的取值越小，即矩阵 ! + /0-1（,"，⋯，,%）的元素取值越小，则效率越接近

于 "，!（$）改进 #!的程度就越高 !!（$）一般不等于 #!，那么两者之间究竟有多大的偏差？笔者根据文［*］，给
出精度的一个定义，并由此得到精度的上界 !
定义 # 式&234（!!）# 234（ #!）&称为估计!!代替 #!的精度 !

定理 $ 对于模型（"）的 5%(%估计，有&234（!!）# 234（ #!）&"$
*#%

#"
!

若#% 越小，即矩阵 - 越病态，则精度越好，也就是!（$）与 #!的偏差越小 !

" %&’&估计的相合性
对于多元线性回归模型

./ 0!" 1/" + ⋯ +!%1/% + 2/ / 0 "，*，⋯，3 （*）
以下记

"3 0（1/4）35 % " 0（!"，⋯，!%）’

#3 0（ 2"，⋯，23）’ #3 0（."，⋯，.3）’ $3 0 "’"
且假定 3 充分大，"3 满秩（即 $ )"

3 存在）!
回归系数的 (%估计为 %"3 0 $ )"

3 "’3#3

式（*）的紧凑形式为 #3 0 &3$ +#3

其中 &3 + "3’，$ + ’’"，而 ’ 为正交矩阵，使得 ’’$3’ + &’3&3’%3 + /0-1（#"，⋯，#%）!这样又可给出 5%(%估
计的定义 !
对于 %"3 的相合性的研究已相当深入，文献［6］分别给出其作为"的弱、强及 6 阶估计的条件，特别当随

机误差#3 满足 5$条件时，文献［6］指出 %"3 为"的弱相合估计，当且仅当
70,
3(8

$ )"
3 0 ’

下面讨论"3（!3）的相合性 !
引理 ! 设 $3 为正定矩阵序列，则 70,

3(8
$ # "

3 + ’，当且仅当 70,
3(8

9:$ # "
3 + ’ !

定理 ( 对模型（*），设#3 满足 5$条件：

7#3 0 ’ 234（#3）0$* (3
则有下面的两个等价命题：

)* 70,
3(8

$ # "
3 + ’，且 70,

3(8
!3 + (；

+*"3（!3）是"的均方相合估计 !
因为由均方收敛就一定能得依概率收敛，所以在定理 ;的条件（-）下就有"3（!3）是"弱相合估计这个

结论 !
下面给出 6 阶平均相合性的充分条件 !为避免重复，以下总假定在一般线性模型（*）中，随机误差 2"，2*，

⋯相互独立，又 6)（’，*）为一给定的数，且 70,
3(8

!3 + ( !

定理 , 以 8/ 记 2/ 的分布，并令
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% & % ’%($（&）

设｛& )$ & ’｝一致可积，即
’(!
"$)
｛*+,!!（ "）｝# -

且当 ’#$时，进一步假定 *)$ . *)/ .⋯ . -，当 - 0 ’ 0 $时，假定每个 )$ 的分布关于原点对称，则当试验点
列｛&$｝满足条件 + 1 $

! . ,（!（ ’ 1 /）- ’）时，对任意指定的 . 2 $，有

*%!!（!!）/!% ’ # ,｛!/（./$）（// .）-（/.）0（!!（!$ -（.’）））’ -/｝

对任意给定的 . 2 $，由定理 /的条件及文献［3］中的定理 45/知
*%!!（!!）/!% ’ # ,｛!/（./$）（// .）-（/.）0（!!（!$ -（.’）））’ -/｝

定理! 对模型（/），记
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设函数 2 定义为（-，)），满足条件：
"# 当 & 递减趋于 -时，- 0 2（&）- & 且递增趋于无穷大 3

$# 对某个 4 2 -，有"
4

-

$
2/（&）

%& 5 ) 3

%#｛2（" 1 $
!（ 6，6））"!｝为收敛系统，即对任一实数列｛.$，$#-｝若(

)

$
./

$ 5 )，则有(
)

$
.$"$ 为 "6 * 3收敛 3

又设 ’(!
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!! . #，则
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