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具间断象征拟微分算子的 !% 有界性

周继东

（河海大学数理系 南京 %!$$"#）

摘 要 本文构造了 !% ’ !%中的一个锥子集!，以沿向量场的 ()*+,-. 变换为工具，证明了以!
的特征函数为象征的拟微分算子在 "%（!%）中是无界的 #
关键词 拟微分算子；锥子集；沿向量场的 ()*+,-. 变换；"%有界性
中图号 /!01&2

在偏微分方程的微局部分析中，考虑下列问题：对 !$ ’ !$ 中的一个锥子集!，以!的特征函数"!为象
征的拟微分算子在 "%（!$）中是否有界？在 $ 3 !时结论是对的，$!%时所知结论甚少 #本文将构造 !% ’ !%

上的锥子集，并证明以其上特征函数为象征的拟微分算子在 "%（!%）中是无界的 #

! 准备知识
定义 ! 设! 是 !$ ’ !$的一个子集，若它满足：当（%，#）"! 时，对所有的 & 4 $，（ %，&#）"! ，则称!

是 !$ ’ !$的一个锥子集 #
记! 的特征函数为：
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显然，这是 !$ ’ !$上的一个间断函数 #
以"!（%，#）为象征的拟微分算子设为 (，则

(（ )）（%） ’（%!）* $$!$,+%#"!（%，#）
,)（#）5#

其中 )（%）"-6
$（!$），,)（#）为 )（%）的 789-),- 变换，% 3（%!，%%，⋯，%$），#3（#!，#%，⋯，#$），%#3 %·#3
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现考察 !% ’ !%中的锥子集

! ’｛（%，#）’（%!，%%，#!，#%）.（%!，%%）" /，#% 0 1（%）#!｝

其中 / 为 !%中的一个开子集，1（%）为一实值函数 #又设$（%）3（$!（%），$%（ %））为 / 上的非零向量场，且

$!（%）4 $，$%（%）4 $ # )（%）"-6
$（!%），对任意 % ，以及 $ :%: !（%充分小，! 充分大）总存在一仅与 % 及

;9< (（ )）有关的 !$ : !，使得
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由于对任意的 $ :%! :%% :%有
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所以，’(%)*+主值积分
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对任意 " 有意义 +

定义 ! 称 ,（ !）（ "） (（’）!
,

%,

!（" # $"（"））
$ # $ 为 !（"）沿向量场"（"）的 1.-2345 变换 +

引理 若""（"）6 -（"）"!（"）7 0 ，则上述拟微分算子 ’ 和 1.-2345 变换 , 之间成立如下关系

’（ !）（ "） ( % .
!!

,（ !）（ "）#
"
! !（"）

证明 !!* & $ & * )
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$ # $ ( "

（!!）!!!* & $ & * )!)!3.
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由于
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故当!充分小，) 充分大时有
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由 :323$;%3 控制收敛定理［"］
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所以
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由于当（"，#）%$ 时，

"（"）# (""（"）#" #"!（"）#! 0#"（""（"）# -（"）"!（"））( 0
当（"，#）&$ 时，

"（"）# (""（"）#" #"!（"）#! *#"（""（"）# -（"）"!（"））( 0
所以
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证毕

! 主要结果
下面我们将通过适当地选取 1’ )!和"（ "）并构造一 !（ "）% 2,

0（)!）使得 ,（ !）（"）& 3!
（1），从而

’（ !）（ "）&3!
（1）+

定理 设 1 7｛（""，"!）< "" = 0，"! = 0｝，"（"）7（"，"!（"））其中
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"! # "
"" # " "!( ""
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"" # ! "" 0 "
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则可找到 !（"）%2,
0（)!）使得 ,!（"）&3!（1）+
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证明 作!（!）!"!
"（#），它满足

!"""!（!）"#

#" !（!）$
#， % &"!" % #
"， !#" 或 !"{ % ’

令 $（%）$ $（%#，%&）$!（%#）!（%&），则当 %!& 时
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容易验证，不论 %&#%#还是 %# ) %&都有：

- ( %# * #，
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这样
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由于当 %&#%#时，

/ ’（ $）（%） /# *+
%& * &
%& *( )# # #

%& * #
所以，’$（ %）&0&（&），证毕 1
注：当 )（%）为常量场时，由文献［&］，对任意 )：# , ) , !，’’（ $）（ %）’0) , ! 1
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