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紊流模式中的耗散相关和能耗率
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摘 要 在前人研究的成果———将耗散相关!!"和能耗率!分解为非均匀部分和均匀部分———的基
础上，进一步将均匀部分分解为主要部分即各向同性部分和剩余部分 #分析了各向同性部分!$ 与

脉动能 %、横向微比尺"& 的关系，指出!$ 随着脉动能 % 的取值，落在阻力平方区、过渡区和阻力线
性区等范围，提出了可以代替紊流模式中并不精确的能耗率简化方程的算式 #
关键词 紊流；耗散相关；能耗率；各向同性紊流；横向微比尺

中图号 )*!+!(&!

! 以往的研究成果

!"’+年 , (-( ./01203和 -(-4567820为了表明紊流时两点速度相关不仅与两点的间距（ ’%）( 9（ ’%）) 有

关，还与两点所在位置
!
&［（’%）) :（’%）(］有关［!］，引入了两个自变量作为相关坐标：
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!"<&年 .(=(>?@?AB8C48和 D ( =(*B5/548用式（+）研究耗散相关［&］，有
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式中 -!，-" 为脉动流速，字母上的横划表示统计平均 # (") 时，$%"’%，#%"$，得
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于是建立了耗散相关的分解方程：
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式中：!!"———原有耗散相关的一半；%———运动粘性系数 #方程（%）中末了一项的脚注“$”指#%"$，-" 右上角

的“.”号指 (") #文献［&］称方程（%）右边第一项为非均匀部分，第二项为均匀部分，用脚注“$”表示为（!!"）$，

并指出（!!"）既是对称张量，必有
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当 !!" 时，便有
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比较（&）、（%）两式，便知式（’）成立 +由方程（(）即得能耗率"的分解方程
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式中 & * !
# #$ #$，为脉动能 +这样，求解能耗率"的问题就转化为求解其均匀部分

", ( )#（
"# #$ #$*
"!&"!&
）$ （!$）

!))#年 + , +-./0-.12，345,56和 7,89:;<［#］试令
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式中$- 为横向微比尺，并取在边壁 %# * $邻近，$- #* # !$ %# +!))&年又根据两点间脉动流速（#$）"（#$）!相

关方程［#］，建立了", 的方程：
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式中：0$———统计平均流速；1———脉动压强；%———流体密度 +鉴于方程（!#）引出了许多新的未知量，难以求
解，文献［#］建议了一个简化方程：
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其中
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这样，在 &4"紊流模式中用方程（!=）代替了"方程 +

! 对（!!"）# 和!# 的分析

从方程（!#）的复杂性可以看到，简化方程（!=）并没有可靠的理论依据；引入一些系数其适用范围即使不
是可疑的，也是非常局限的，这就迫使我们寻求新的途径 +式（!!）建议了一个在边壁附近 的算法，启发笔者
考虑把这一方法用到全部流区的可能性 +笔者认为既然分解方程（(）是从运动学方面、采用两点相关技巧导
出的，并未涉及动力学因素，那么分解方程（(）理应适用于各种各样的紊流，自然也适用于各向同性紊流这一
特例，此时由于方程（(）中的非均匀部分消失，便有
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图 ! 两点脉动流速相关
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对于一般紊流，情况又将如何？我们从（!!"）$ 的对称性（式（’））着手：如图
#所示，+ 与 , 两点脉动流速分量为（&!）+ 和（ &"）,，今取坐标（ -，.，/），原
点在 + 点，+ 与 , 两点间距#( -，于是两点脉动流速相关，即
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对 - 求导二次得
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同理，对于（&!）,（&"）+，可得
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由于对称性，下式应成立：
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" ( ! 时，上式自然成立，但是 "# ! 时上式只有两边都等于零时才成立，可见选用坐标（ -，.，/）如图 #所示时，
耗散相关的均匀部分只有对角线项，其它各项元素为零：
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当然，式（!"）中对角线上三元素（!!）$ 未必相等，即（!!"）$ 未必各向同性 1今用能耗率!的均匀部分!$ 的

#
$表示（!!"）$ 对角线上三元素的平均值，即
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式中"2! 是偏离平均值的差量，有
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再研究图 #所示一般坐标（3#，3!，3$）情形，此时 +，, 两点落在任意位置（3(）+，（3(）,，其间距
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今将原坐标（ -，.，/）中的耗散相关均匀部分
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转换到新坐标（+#，+!，+$）中去，根据二阶张量的坐标变换法则，可得
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式中%,!，%-"为方向余弦，%,!%-" &#,-，
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这样，笔者根据耗散相关的对称性进一步把耗散相关的均匀部分（!,-）# 分解为主要部分，即各向同性部

分和剩余部分，最后将耗散相关!,-和能耗率!分解为
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从式（!’）可以看到剩余部分 *,-中方向余弦%,!，%-"不大于 #，*, 有正有负，总和为零 0特别是对角线部分
*##，*!!，*$$也有正有负，总和为零，因此，在计算!,-时，作为近似，先略去剩余部分"*,-不计，在紊流模式中是

可取的，并可用此与实测资料比较，进一步研究剩余部分；在计算!时，由于平均值
#
$!# 本身已与方向无关，

所以!# 是各向同性的 0据此笔者建议采用
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以及式（!*）进行计算 0

! 对!! 的分析

现在研究冷落了多年的各向同性紊流，只考虑脉动能 . 的衰减方程：
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式中
+&/
+.未知，但是以往学者的研究已经积累了丰富的成果，笔者概括了这些成果，作了必要的补充，建议了

一个假设：
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式中 ! 为系数，于是积分可得
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式中 % 为积分常量，& 的取值以及相应于 & 的"(，#和 ! 的公式见表 " ) ! 及"( 随时间 " 的变化、#随 ! 的变化
见图 * )

表 ! 相应于 !的!"，"和 #的公式
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注：!-为 "-时刻的脉动能 )

"1$) 年 234 567 89: ;<9: 7 和 =4 >6?9;@3 指出："( !
"
* ,! & 常数，脉动能 ! 与时间 " 成反比［$］) "1$1 年

!4"4#$%A&’()*%%A指出"( !
"
, & 常量，脉动能 ! 与时间的 , , * 次方成反比［$］) "1-) 年 B4 84 C9@3’D6; 和

E4E4 26?7F’7!对脉动衰减过程作了广泛的量测，将衰减过程分为早期和后期，脉动能 ! 分别与时间 " 的一次

图 5 #，!随时间 $ 的变化、"随 #的变化
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#./ :#*2#42). )(" 924’ #

方和 , , *次方成反比［$］)笔者的假设（式（$$））吸取了这些成果，
又作了必要的补充 )因为在衰减后期，随着脉动能 ! 的减小，必
有横向微分比尺"( 的增大，但是"( 不可能无限增大，笔者认

为必将转入衰减晚期和衰减末期，"( 随着衰减过程的结束而趋

于零 )
根据笔者的假设（式（$$）），还可得知如果初始时刻 "# 的脉

动能 !#足够大，则能耗率#将历经阻力平方区、阻力过渡区、
阻力线性区和阻力分数区（如表 "所示），并有三个临界脉动能
!"，!*，!$（如图 *）)此外，还可得知：存在着一个普遍适用的常

数
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"1-,年被 =4 G;97!@D和 84HI’J39;!@用来计算紊流边界层的能耗率，式中 %* & # )")，0 &$1 即混合长度 )
"1%"年 C4 K 4L95M!65建立了能耗率#方程［$］：

##
#" ’ 23

##
#43

# $ *!［（
#56

#4!
#53

#4!
’
#5!

#46
#5!

#43
）
#26

#43
’ 53
#56

#4!
#*26

#4!#43
］’

,第 *(卷第 -期 张长高 紊流模式中的耗散相关和能耗率



!
!!"
（!!"!!"

#"$%" #
!!
#
!&
!!’
!%"

!!’
）#［!（!

!!%(

!!’!!"
）! ) !!

!%(

!!’
!%"

!!’
!%(

!!"
］ （"#）

鉴于方程（"#）的复杂性，$% & %’()*+,)进行了简化 % #-.!年 /%0(12(345和 $%6% 7(81+9:给出简化方程［;］：
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其中系数 -"，-"#，-"!的值见式（#"）.#-.;年 $%6% 7(81+9:，<%=,:>9，?%@,+4，’%$% AB(3+41C将方程（"!）与简化的

’ 方程［;］
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联立，建立了 ’/"紊流模式，该模式流行至今 .近年来，有些学者认为方程（"!）并不普遍适用，特别是系数的
选择逐个而异，缺乏依据 .因此笔者建议采用式（;D）计算"0，代入方程（!-），得

" , !!
!! ’
!!’!!’

) #E!
- # 1

’## 1 （""）

这样计算能耗率"，减少了一个方程，甚至还能提高精度 .至于 ’#，’!，’;及（23）%4
的确定，有待实验 .
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