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几个 !"#$%&、有理 !"#$%&曲线性质的算子化证明
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（河海大学常州分校 常州 $!’%$$）

摘 要 利用 ()*+,-、有理 ()*+,-曲线的算子表示，非常简捷地证明了 ()*+,-曲线和有理 ()*+,-曲线
的分段性和包络性 &类似的方法很容易推广到 ()*+,-、有理 ()*+,-曲面上 &
关键词 ./01；算子；()*+,-曲线；有理 ()*+,-曲线
中图号 23’"!

()*+,-曲线、有理 ()*+,-曲线是 ./01中极为重要的两种曲线形式，而有理 ()*+,-曲线因其对二次曲线的
精确表达能力而备受重视 !目前对这两种曲线的研究已相当成熟 !国内外诸多学者分析了它们的性质，如凸
包性、分段性、升阶性、包络性等［!，$］，但到目前为止所见到的对分段定理和包络性质的证明都比较麻烦 !
本文利用 ()*+,-曲线、有理 ()*+,-曲线的算子表示形式，给出了 ()*+,-、有理 ()*+,-曲线的分段定理和包

络性质的非常简捷的证明 !算子表示形式对其他曲线、曲面的研究也有相当的推广价值 !

’ !"#$%&、有理 !"#$%&曲线的算子表示

’(’ 算子定义
定义 ’ 设｛"#｝，｛$#｝为两个序列，称 % 为恒等算子，& 为向前移位算子，如果 %，& 满足如下条件：

%"# ’ "# %（"#$#）’ "#$# &"# ’ "#(! &（"#$#）’ "#(! $#(!
可见 %，& 算子仅对数列的下标起作用 !
记! 4 & 5 %，称!为向前差分算子 !易知

!"# ’（& ) %）"# ’ "#(! ) "# !（"#$#）’ "#(! $#(! ) "#$#
对 %，& 算子定义如下运算法则：
定义 )
*+ 加法、减法运算：

%（"# ( $#）’ %"# ( %$# ’ "# ( $# &（"# ( $#）’ &"# ( &$# ’ "#(! ( $#(!
,+ 数乘运算：设 * 为常数，则

%（*"#）’ *%"# ’ *"#
-+ 设 + 为正整数，则

&+"# ’ &（&+)! "#）’ "#( +

由上定义，易见 %，& 有如下性质（设 *，, 为常数）：
*+ %（*"# 6 ,$#）4 *"# 6 ,$#，&（*"# 6 ,$#）4 *"# 6 ! 6 ,$# 6 !；
,+（*% 6 ,&）"# 4 *%"# 6 ,&"# 4 *"# 6 ,"# 6 !；

-+（*% 6 ,&）+"% 4 !
+

- ’ %
.-

+（*%）+) -（,&）-"% ’ !
+

- ’ %
.-

+*+) -,-&-"% ’ !
+

- ’ %
.-

+*+) -,-"- !

’() !"#$%&曲线的算子表示
设 /（ 0）为以 /%，/!，⋯，/+ 为控制顶点的 + 次 ()*+,-曲线，则
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则有 !（ "）# /$（ "）!! （( # " # )） （"）

式（"）即为 $ 次 #$%&’(曲线的算子表示形式 0
!"# 有理 $%&’()曲线的算子表示
设 !（ "）为以 !!，!"，⋯，!$ 为控制顶点，以 1!，1"，⋯，1$ 为权因子的 $ 次有理 #$%&’(曲线，则
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同 ")*法，可推得其算子表示形式为

!（ "）#
/$（ "）（1!!!）

/$（ "）1!
（( # " # )） （*）

* 性 质 证 明
定理 ! #$%&’(曲线的分段定理：设 (# "#)，2"（(，)），则 $ 次 #$%&’(曲线可分段表示为

!（ "）# /$（ "）!! #
/$"（ "）!（"）!（ 2） " "［(，2］

/$*（ "）!（*）!（ 2） " "［ 2，){ ］

其中

/"（ "）#（" ’ " ’ (
2 ’ (）, - " ’ (

2 ’ (+ /*（ "）#（" ’ " ’ 2
) ’ 2）, - " ’ 2

) ’ 2+

!（"）%（ 2）# /%（ 2）!! !（*）%（ 2）# /$’ %（ 2）!! （ % # !，$）

/（ "）#（" ’ " ’ (
) ’ (）, - " ’ (

) ’ (+

证 当 ""［(，2］时，

/（ "）#（" ’ " ’ (
) ’ (）, - " ’ (

) ’ (+ #
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则有
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2 ’ (/（ 2）］$!! #
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*!"（ &）+（"）!（ (）
同理可证当 &"［ (，-］时定理成立 .
定理 ! #$%&’(曲线的包络定理：设 /（ / ) !）为自然数，则曲线（"）为曲线簇｛+/（ &，0）* 0"［ ’，-］｝的包

络 .其中
+/（ &，0）# *!% /（ &）*/（ 0）+!

证

"# +/（ &，0） 0 + & + *! , /（ &）*/（ 0）+! 0 + & + *!（ &）+! + +（ &）；
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可见：当 0 + & 时，｛+/（ &，0）* 0"［ ’，-］｝曲线簇中有一条曲线和 +（ &）相交，且在此点有公共切线，故
｛+/（ &，0）* 0"［’，-］｝是 +（ &）的包络簇 .
定理 % 有理 #$%&’(曲线的分段定理：设 ’% &%-，("（’，-），则曲线（-）可分段表示为
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其中
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证 当 &"［’，(］时，同定理 "证明可知
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当 &"［ *，(］时，同理可证 .
定理 ! 有理 #$%&’(曲线的包络定理：设 /（ / ) !）为自然数，则曲线（*）为曲线簇｛,/（ &，0）：0"［’，(］｝

的包络 .其中
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可见：当 0 , & 时，｛,/（ &，0）：0"［ ’，(］｝曲线簇中有一条曲线和 ,（ &）相交，且在此点有公共切线，故
｛,/（ &，0）：0"［’，(］｝是 ,（ &）的包络簇 .

% 结 束 语
从上面证明可知，用算子表示来证明 #$%&’(、有理 #$%&’(曲线的分段性、包络性异常简捷 .当然，也可用算

子表示来描述和证明曲线的其他性质 .
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