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悬索结构大位移分析改进的两节点索单元模型

唐建民 卓家寿

（河海大学土木工程学院 南京 $!&&"’）

摘 要 基于非线性弹性理论，提出了适合悬索结构大位移分析的改进的两节点索单元有限元模

型 %在位移函数的表达式中计及了索元自重垂度的影响，从而克服了目前悬索结构普遍采用的两节
点索元无法直接计及自重垂度影响的缺点 %采用 ()*+),*-轴向应变的表达式建立了索元轴向应力、
应变的直接关系，并基于 ()*+),*-描述和虚功原理得到了索元的非线性平衡方程与切线刚度矩阵 %
采用 .-/01,23)4561,法进行了实例计算，结果表明本文方法的精度明显优于两节点直线索单元的
精度，适合于中、大跨度悬索结构的大位移分析 %
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悬索结构在工程中有着广泛的应用，如悬索桥、拉索屋面、拉索塔架以及游览索道等等 !悬索结构在力学
上主要表现为高度柔性和极强的几何非线性 !目前对中、小跨度悬索结构，当各索段的跨度不大时，主要是利
用两节点直线单元进行有限元分析，否则采用多节点单元 !常规的两节点杆单元由于忽略了索元柔性和自重
垂度引起的非线性影响，当结构中索元的预拉力不大或受有沿索长分布的分布荷载作用时，会带来不精确的

结果 !采用多节点曲线元固然可以提高精度，但计算自由度会显著增加 !因此，本文提出了适合悬索结构大位
移分析的改进的两节点索单元有限元模型 !在位移函数的表达式中计及了索元自重垂度的影响，采用
()*+),*-轴向应变的表达式建立了索元轴向应力、应变的直接关系，并基于 ()*+),*-描述和虚功原理得到了
索元的非线性平衡方程与切线刚度矩阵 !采用 .-/01,23)4561,法进行了实例计算，结果表明本文方法的精度
明显优于两节点直线索单元的精度，适合于中、大跨度悬索结构的大位移分析 !

图 ! 整体坐标与局部坐标下的索单元
"#$%! &’()* *)*+*,-. /,0*1 *,-#1* ’,0

2’1-#’) 34410#,’-*.

! 位 移 函 数
采用 ()*+),*-坐标，建立如图 !所示的单元局部坐标与整体坐标 !
设索元的垂度方程为 " # ;!（! $!）"<)= （!）

式中 "<)=为索元跨中最大初始垂度，且

! # %& ’ ( （&!!! !） （$）
由式（!），则 !" # ;!（! $!）!"<)= （9）
根据索元的几何与物理关系可求得［!］

!"<)= # 9
$

"<)=
( !( （;）

将式（;）代入式（9），则

!" # )!(!（! $!） （:）
其中 ) # > "<)= ’ ( （>）

设单元在局部坐标系下的位移向量为

!- #｛*! +! ,! *$ +$ ,$｝
7 （#）

则 !( # *$ $ *! （’）
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将式（!）代入式（"），则 !! " #!（# $!）（%$ $ %#） （%）
因此，可设单元的位移函数为

! " "#& （#’）

其中 ! "［% & ’］( （##）

" "
# $! ’ ’ ! ’ ’
’ # $! ’ ’ ! ’

$ #!（# $!） ’ # $! #!（# $!） ’









!

（#$）

! "#$%#&$’应变的非线性几何关系

令应变张量为!()，则 !() " #
$（%(
，) * %)
，( * %#
，(%

#
，)） （#)）

索视为一维体，索元的相对伸长与应变的关系为

+## " # * $! " $ # （#*）

其中 +## " +",
+ , $ #

式中：+##———索元的相对伸长；+ ,，+",———索元变形前后的长度；"———,-./-0.&轴向应变 -

由于 +", " （+./ * +%）$ *（+0/ * +&）$ *（+ 1/ * +’）! $ （#"）

+ , " （+./）$ *（+0/）$ *（+ 1/）! $ （#1）

所以 （
+",
+ ,）

$ " # * $2 * 3 （#2）

式中 2 " +
+ ,［./ 0/ 1/］44,［% & ’］( 3 " +

+ ,［% & ’］++ ,［% & ’］( （#!）

将式（#2）代入式（#*），则 " " 2 * #
$ 3 （#%）

根据式（#）（$），可建立索元局部坐标下的初始状态参数方程
./ " 5! 0/ " ’ 1/ " *!（# $!）!3-4 （$’）

将式（$’）代入式（#1），则 + , " 6+! （$#）

其中 6 " 5$ * #1（# $ $!）
$ ! $! 3-4 （$$）

由式（$’）（$#）（#’）（##）可求得
+
+ ,［./ 0/ 1/］( " #

6"/$&
+
+ ,［% & ’］( " #

6"/#& （$)）

其中 "/ " 4"
4!

$& "［’ ’ 5#（# $ $!） 5 ’ $
) 5#（# $ $!）］

(

由式（#$）可求得

"/ "
$ # ’ ’ # ’ ’
’ $ # ’ ’ # ’

$ #（# $ $!） ’ $ # #（# $ $!）
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将式（$)）（$*）代入式（#!），则
2 " $(

&%#& 3 " #(
&%#& （$"）

其中 % " #
6$"/

("/

( 非线性平衡方程与刚度矩阵
根据虎克定律：

# " +", *#’ （$1）
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式中：!，!!———索元的弹性模量和变形前的初始应力 "
令 "" # !""# （$%）

则由式（&’）和（$(）可以得到
! # !! $ !% （$)）

其中 !! # #*
#$ !% # "*

#$
根据虚功原理，索元在局部坐标下的平衡方程为

!# # &’!
’

!*!" ’ ( %# # ! （$’）

式中：!#———索元在局部坐标系下的内、外力矢量和；%#———外荷载向量；&’———索元的截面面积 "

令 & )# &’!
’

!*!" ’ # &’!
&

!
*!*!"# （+!）

则 !# # & )( %# # ! （+&）
式中的!#称为迭代过程中的不平衡力 "
为便于应用 ,#-./0123456/0法进行求解，尚需得到增量形式的平衡方程 "为此，对式（$’）进行 *378/9级数

展开取线性项，则

（"!#

""#
）+!"+

# # (!+
# # %+

# ( & )+ "+$&
# # "+

# $!"+
# （+$）

定义 ’,# :
"!#

""#
为索元的切线刚度矩阵，那么由式（$’）微分可求得

’,# # ’! $ ’% $ ’! （++）

其中 ’! # &’!
&
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*!! $ !%
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! 局部坐标与整体坐标的转换
以上所推得的节点力、不平衡力、切线刚度矩阵及节点位移均为索元局部坐标系下的向量，为了整体求

解，尚需将它们转换到整体坐标系下 "若设 ( 为局部坐标与整体坐标的转换矩阵，则

( #
) "
"[ ]) （+;）

其中 ) #

-./ -0/ -1/
2./ 20/ 21/

+./ +0/ +
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式中 -3，23，+3（ 3 : ./，0/，1/）分别表示局部坐标轴 3 对整体坐标 .，0，1轴的方向余弦 "因此，可建立如下转换关系：

*# # ("# % # (%# +) # (& ) ’# # (’,#(
*

式中 *#，%，+) 和’#分别表示索元在整体坐标系下的节点位移、等效节点外力、等效节点内力矢量及切线

刚度矩阵 "

# 实 例 计 算
例 $ 某承受均布荷载作用的小垂度（ 4! 5 % : $<）抛物线索截面面积 & : ! " =%; >?$，弹性模量 ! :

& "% @ &!&& A3，跨度 % : )?，初始态荷载 6! : ! "$ B,·?C &，初始水平张力 7! : &! B,，初始垂度 4! : &= >?，终态
荷载 6 : ! "( B,·?C &（图 $）"
利用本文模型取整根索为四个单元进行计算，结果列于表 & "

)& 河 海 大 学 学 报 &’’’年 %月



表 ! 算例 !计算结果
"#$%& ! ’#%()%#*&+ ,&-)%*- ./, &01,&--2/3 !

解 法 本文结果
!"，"#各为
四个直线索

单元解［!］

!"，"#为
悬链线

理论解［"］

!"，"#为两个
五节点曲线

元解［#］

"点垂度 $$ % %&" % %!’ % %’# % %’!
与悬链线
理论解
比较误差

$ (

# %) " %’ * %#

表 4 算例 4计算结果
"#$%& 4 ’#%()%#*&+ ,&-)%*- ./, &01,&--2/3 4

解 法 本文解
五节点曲

线元解［#］
取整根索为四个

直线索单元解［!］

中点垂度

$ +$ #) %), #) %*- #) %#-

水平张力

$ ./ ), %,% )- %** ), %,#

例! 一大垂度单索（ &* $ ’ 0 )*(），单位长度自重 ( 0 "’ %%/·$1 )，自重垂度 &* 0 !* %%$，跨度 ’ 0 !*%$，
弹性模量 ) 0 ) %! 2 )*)) 34，截面面积 ! 0 %%*$$#，跨中作用一集中荷载 * 0 !% %’ ./（图 !）%
利用本文模型取 !"，"# 各为四个单元进行计算，结果见表 # %

图 5 算例 !模型
62785 9/+&% ./, &01,&--2/3 !

图 ! 算例 4模型
6278! 9/+&% ./, &01,&--2/3 4

: 结 论

计算表明，本文模型在悬索结构大位移分析中的精度虽稍逊于多节点曲线元的，但比常规的两节点直线

索单元的有明显提高 %由于本文方法可以直接计及索元自重垂度的影响，同时又比多节点曲线元自由度少，
计算简单，因此对解决中、大跨度悬索结构的强几何非线性问题不失为一种行之有效的方法，在分析大跨度

索网、索穹顶结构等悬索结构时是一种值得推广的数值计算方法 %
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