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摘 要 以应力 应变曲线的实验值与计算值的误差达到最小为目标，反演出相应于最大应力的等

效单轴应变值!!"，并回归得到三轴受压时!!"的计算公式；对二轴受压一轴受拉、一轴受压二轴受拉

及三轴受拉等受力状态提出了!!"的计算方法 #算例表明本文的方法是合理的 #
关键词 混凝土；三维本构模型；等效单轴应变
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目前钢筋混凝土非线性有限单元法在大体积混凝土结构配筋设计方面发挥着越来越大的作用，水工混

凝土结构设计规范（,- . (/$/+—!""0）［!］已规定可采用钢筋混凝土有限单元法进行大体积混凝土结构的配筋
设计，在实际工程中也已得到应用［%，*］#但到目前为止，这些应用一般仅限于平面问题，其主要原因是难于正
确地得出三维本构关系 #因此，有必要对混凝土三维本构模型作进一步研究 #

!"++年 ,12345提出了适用于平面应力问题的等效单轴应变模型［&］，该模型假定混凝土为各向正交异性
体，并认为消除泊松比影响的等效单轴应变与应力的关系可采用单轴试验得到的应力 应变曲线 #由于
,12345模型概念明确，计算方便，因而应用较广 #文献［/］将 ,12345 模型推广到轴对称问题，文献［0］又将
,12345模型推广到空间问题 #在这些文献中均采用等效单轴应变曲面的概念，假定等效单轴应变破坏准则和
强度破坏准则形式相同，如文献［0］的强度和等效单轴应变破坏准则采用647718和61259:提出的6;6五参
数模型，五个参数采用单轴受压、单轴受拉、双轴等压、双轴等拉、三轴等拉的强度值和等效单轴应变值确定 #
同时，对于某一应力状态（"!，"%，"*），它的强度值（"!"，"%"，"*"）取为点（"!，"%，"*）和原点的连线与强度曲面

的交点；同样，相应于（"!"，"%"，"*"）的等效单轴应变值（!!"，!%"，!*"），也取为点（"!，"%，"*）所对应的等效单轴

应变值（!!$，!%$，!*$）和原点的连线与等效单轴应变曲面的交点 #这显然是不合理的，因为计算时总是先假定
混凝土是各向同性的，那么从后面的公式可以知道，对于比例加载，如此确定"!"和!!"值，混凝土将一直保持

各向同性，这和 ,12345模型中混凝土为各向正交异性体的假定矛盾 #因此，有必要对!!"值的计算方法作进一

步研究，使三维等效单轴应变本构模型更加合理 #

! 混凝土应力 应变关系
将混凝土视为正交各向异性体，其三维应力 应变关系可表示为

<"!

<"%

<"*

<#!%

<#%*

<#





























*!

% !
$

&!（! ’%%*%*%） &!（%%! (%%*%*!） &!（%*! (%%!%*%） $ $ $
&%（%!% (%!*%*%） &%（! ’%!*%*!） &%（%*% (%!%%*!） $ $ $
&*（%!* (%!%%%*） &*（%%* (%!*%%!） &*（! ’%!%%%!） $ $ $

$ $ $ )!%$ $ $
$ $ $ $ )%*$ $
$ $ $ $ $ )*!



















$

<!!

<!%

<!*

<&!%

<&%*

<&





























*!

（!）

其中 )!* % &!&* +［&!（! (%!*）( &*（! (%*!）］ （%）

$ % ! ’%%!%!% ’%*!%!* ’%*%%%* ’%!%%%*%*! ’%%!%*%%!* （*）

第 %+卷第 &期
!"""年 +月

河 海 大 学 学 报

=>)?@A- >B C>CAD )@DEF?GD(H
EI7J%+ @I’&
=K7J!"""



式中：!!!，!"!"———本级荷载在上一级荷载作用后的主应力方向上所引起的应力增量；!#!，!$!"———相应的应

变增量；%!"——— ! 方向受力对 " 方向所引起的泊松比；#!———上一级荷载作用后，主应力方向上的切线弹性模

量；$!"———上一级荷载作用后，主应力平面上的切线剪切模量 %
为了求得弹性模量 #!，引入等效单轴应变的概念，将式（"）中的第一个方程改写为

!!" &
#"

&
［（" ’%#$%$#）!#" (（%#" (%#$%$"）!## (（%$" (%#"%$#）!#$］& #"!#") （%）

变量 !#")称为等效单轴应变增量 %等效单轴应变

#!) &!!#!) & "!!! * #! （ ! & "，$） （&）

它和应力!! 的关系可由下式表示
［’］：

!! &
#(#!)

" (（+ ( #( * #, ’ #）（#!) *#!-）’（#+ ’ "）（#!) *#!-）
# ( +（#!) *#!-）

$ （ ! & "，$） （’）

其中

+ &（#( * #,）（!!- *!!. ’ "）*（#!. *#!- ’ "）# ’#!- *#!. （)）
式中：#(———原点切线弹性模量；#,———相应于最大应力!!-的割线模量，#, *!!- *#!-；#!-———相应于最大应

力（强度值）!!-的等效单轴应变；!!.，#!.———应力 应变曲线下降段上某一点的应力和应变值 %
对式（’）微分可得切线弹性模量 #!，即

#! & #(
" (（#+ ’ "）（#!) *#!-）

# ’ #+（#!) *#!-）
$

［" (（+ ( #( * #, ’ #）（#!) *#!-）’（#+ ’ "）（#!) *#!-）
# ( +（#!) *#!-）

$］#
（ ! & "，$） （+）

! 方向受力对 " 方向所引起的泊松比%!"可按下式计算：

%!" & %!)%")#" * ## ! %!" $ (,& （ ! & "，$；" & "，$） （-）
其中 %!) &%(［" ( ",$)’$（#!) *#!-）’ &,$’(（#!) *#!-）

# ( +,&+’（#!) *#!-）
$］ （"(）

式中：%(———初始泊松比 %

! 相应于最大应力的等效单轴应变!!"值的确定

!"# 三轴受压时!!"值的反演计算和计算公式的确定

由于实测应力 应变曲线上的各点切线弹性模量不容易得到，因此根据式（&）求#!-值是困难的 %本文以
应力 应变曲线的实验值与计算值的误差达到最小为目标，通过试算反演来求解#!- %以三向受压为例，计算
的流程为：

（.）分别输入实测!" /#"曲线、!# /##曲线和!$ /#$曲线上的 / 个点（!" "，#0
" "），（!# "，#0

# "）和（!$ "，#0
$ "）；

（0）分别给定#"-，##-和#$-值的范围#"
"- /##

"-，#"
#- /##

#-和#"
$- /##

$-；

（1）令#1"
"- *#1" 2 "

"- 3（##
"- 2#"

"-）* 2"，按下列（!）/（4）对 1"进行 2"次循环；
（!）令#1#

#- *#1# 2 "
#- 3（##

#- 2#"
#-）* 2#，按下列（5）/（4）对 1#进行 2#次循环；

（5）令#1$
$- *#1$ 2 "

$- 3（##
$- 2#"

$-）* 2$，按下列（6）/（4）对 1$进行 2$次循环；
（6）对每一组应力值!" "，!# "和!$ "，根据式（"）/式（$）、式（&）/式（"(）求得满足精度要求的应变值#-

" "，#-
# "

和#-
$ "；

（4）求误差 3 1* "（#0
" " 2#-

" "）
# 3 "（#0

# " 2#-
# "）

# 3 "（#0
$ " 2#-

$ "）
#；

（7）找出误差 3 1 的最小值 389:，相应于 389:的#1"
"-，#1#

#- 和#1$
$- 值即为所求的#"-，##- 和#$- %

计算中发现，随着#1"
"-，#1#

#-和#1$
$-值的增大，3 1 值逐渐减小 %当#1"

"-，#1#
#-和#1$

$-达到一定值后，3 1 值为最小 %
随后 3 1 值又随#1"

"-，#1#
#-和#1$

$-值的增大而增大，说明按以上流程计算能得到最佳的#!-值 %根据文献［)］和［+］
的双轴受压、文献［-］的三轴受压试验结果得到#!-值，其#!- *#(值列于表 " %
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表 ! 等效单轴应变!!" #!"的反演值及回归公式计算值

#$%&’ ! ($&)’* +, ’-)./$&’01 )0.$2.$& *13$.0!!" #!" ,3+4 1’*1* $05 ’-*6（!!）7（!8）

应力比

!! "!# "!$
"$ ! "#

#!# !#% ### !#% #$# !#%

反演值 计算值 误差 ! & 反演值 计算值 误差 ! & 反演值 计算值 误差 ! &
资料来源

%"%’$$$ "! !’#( %’%% %’%% %’% %’$( %’$) * #’+ !’,- !’,% * #’( 文献［)］
%"%’-#% "! !’#- %’%% %’%% %’% %’++ %’+, !’- !’,. !’,! * !’, 文献［,］
%"%’+++ "! !’$$ %’%% %’%% %’% %’(% %’(# #’# !’+( !’+, * !’# 文献［)］
%"! "! !’!+ %’%% %’%% %’% !’-- !’-- %’% !’-- !’-, !’# 文献［,］
%"! "! !’!- %’%% %’%% %’% !’-+ !’-- * %’+ !’-+ !’-, %’+ 文献［)］

%’! "%’! "! #’!# #’## #’#) #’, #’## #’!- * $’# !!’)% !!’$( * $’- 文献［(］
%’! "%’#- "! .’-( +’!% -’)( * $’. ,’,- ,’!$ * )’% !!’+- !!’.. !’) 文献［(］
%’! "%’- "! $’+- (’$% (’+- $’) )’#- )’). ,’# (’(- !%’$$ $’) 文献［(］
%’! "%’,- "! #’.- !#’#% !!’)( * #’- (’$% )’+% * ,’$ (’$- )’(. * .’. 文献［(］
%’! "! "! #’+- !$’!% !$’.! #’. ,’)% )’.% ,’, ,’)- ,’+) * #’# 文献［(］

%’#- "%’#- "! -’(- )’.% )’!( * #’- )’.% ,’(- * -’. -)’+- -,’+, * !’, 文献［(］

注：!! /"! !"$，!# /"# !"$，!$ /"$ !"$ / !，#%为单轴受压时最大应力所对应的应变 $

从表 !知，双轴受压时，#$# !#%值先随!#的增加而加大，到一定值后又随!# 的增加而减小；### !#% 值则

一直随!#的增加而增大 $对于三轴受压的情况，当!! 增大时，#$# !#%，### !#% 和#!# !#% 值均随之加大；当!#

增大时，#!# !#%值也随之加大，而### !#%和#$# !#% 先是随之加大，到一定值后又随!# 增大而减小 $以!! 和

!#为变量对表 !中的反演值进行拟合，同时满足单轴受压时#$# /#%，#!# /### / %的条件，得

#!# % +(’-#%（!’% & $’-!!）!!’-
# !（!’% & +’%!!’$

# ） （!!）

### % !’--#%［!# & )+’-!%’!
! !!’,

# !（!’% & #.’%!#’#
# ）］

!’#) （!#）

#$# %#%［!’% & -’+#（!’% & !-’)!!）
#’,（!# & #’.!!）!（!’% & #!! &!#）

$’$］ （!$）
式（!!）0（!$）适用于!!!%’#-的情况 $由表 !知，式（!!）0（!$）的计算值与反演值符合较好，它们不但

适用于三轴受压的情况，而且也适用于双轴受压的情况 $
9:9 二轴受压一轴受拉时!!"值的计算方法

实验结果表明，当!!! * %’#-时，在受拉向开裂前，三个方向的应力 应变曲线为线性［(］$因此，在受拉
向开裂前可按线性计算，开裂后可按双轴受压情况计算，这时混凝土的应力 应变关系见文献［.］，#’#值可令

!! / %按式（!#）和式（!$）计算 $
当!! 1 * %’#-时，取#!# /"! ! (%，而###和#$#值按下列方法确定：由于其拉应力较小，可假定!值（!/

### !#$#）和双轴受压时相等，将#!#和### /!#$#值代入等效单轴应变破坏准则，求得#$#值 $
等效单轴应变破坏准则可采用 2334567四参数强度准则［!%］的型式，它的表达式为

"（ )!*，+#*，845$$）%!（+#* !##
%）&%（ +#" * !#%）& ,（ )!* !#%）- ! % % （!.）

其中
% % .!845［

!
$ 9:8845（.#845$$）］ %/ !$! $%/

% % .!845［&$ - !
$ 9:8845（- .#845$$）］ $%/ !$! +% }/ （!-）

式中：)!*———等效单轴应变第一不变量；+#*———偏斜等效单轴应变第二不变量；$———相似角 $
式（!.）和式（!-）中的四个参数可由单轴受拉、单轴受压、双轴等压和一个三轴受压的#’#值得出 $单轴受

拉时#!# / "0 ! (%，### /#$# / %，其它值可由表 !查得 $
9:8 一轴受压二轴受拉及三轴受拉时!!"的计算方法

当一轴受压、二轴受拉时，取#!# /"! ! (%，### /"# ! (%，而#$#值可将#!#和###值代入式（!.）和式（!-）求
得 $
当三轴受拉时，取#’# /"’ ! (’，’ / !，$ $
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图 ! 三轴受压实验曲线和计算曲线的比较
"#$%! &’()*+#,’- ’. /*0/10*234 *-4 35)3+#(3-2*0
/1+63, ’. /’-/+323 1-43+ 2+#*5#*0 /’()+3,,#’-

7 算 例

某三轴试验［!］，二向等压，!" #!$，其值分别取为 % &’( )*+和

%,’-)*+，混凝土单轴抗压强度 !" # $!’$ )*+，取 #. # &’$ / ".0

)*+，". # $ !" $ #.，其计算曲线（虚线）和实验曲线（实线）见图 " %从
图知，计算曲线和实验曲线符合较好，表明本文提出的"&"值的计算

方法是合理的 %

8 结 论

*%以应力 应变曲线的实验值与计算值的误差达到最小为目
标，来反演相应于最大应力的等效单轴应变值"&"是十分有效的；

9%所提出的各种受力状态下"&"值的计算方法是合理的，较好地解决了等效单轴应变本构模型中的一个

关键问题 %

参 考 文 献

" 电力工业部西北勘测设计研究院 1 23 4 5!.!6—"--, 水工混凝土结构设计规范 1北京：中国电力出版社，"--,1"(( 7 "(-
$ 汪基伟，吴胜兴 1三峡升船机塔柱底部实体混凝土温度配筋研究 1水利水电技术，"--(（(）：&. 7 &(
& 汪基伟，吴胜兴 1尾水管施工期温度裂缝钢筋混凝土有限元分析 1水利水运科学研究，"--(（0）：&06 7 &!0
0 2+89:; 2，*<=>;?@A 2 B1C?;@:;<+8 D:+E:+@ FG8<FFHFG8+:; @+9 I?8 =?;=8<G<1BJKL，"-66，".&（L)$）：$$- 7 $0"
! KM<; N O1*@+FG:=:GP :; 8<:;I?8<=<A =?;=8<G<1C<9 Q?8>：)=R8+9HS:@@ T??> K? U;=，"-($1"6, 7 "(0
, T+@+; 5 B1 K?;FG:GVG:W< X?A<@ I?8 &2 =P=@:= +;+@PF:F ?I =?;=8<G< FG8V=GV8<F1BJKL，"--6，"$&（L)$）："0& 7 "!&
6 YVZI<8 S1 T<M+W:?8 ?I =?;=8<G< V;A<8 D:+E:+@ FG8<FF<F1BKU，"-,-，,,（(）：,!, 7 ,,,
( R<8FG@< Y S1 J:XZ@< I?8XV@+G:?; ?I D:+E:+@ =?;=8<G< D<M+W:?8 1BKU，"-("，6(（"）：,$ 7 ,(
- 彭放 1复杂应力状态下多种混凝土材料的破坏准则及本构模型研究：［学位论文］1大连：大连理工大学，"--.
". [GG?F<; C J1B I+:@V8< =8:G<8:?; I?8 =?;=8<G<1BJKL，"-66，".&（L)0）：!$6 7 !&!

:214; ’- 7<= >?1#6*03-2 @-#*5#*0 :2+*#-<:2+3,, A30*2#’- ’. &’-/+323

B*-$ C#D3# B1 &E*-$E*# B*-$ F’-$

（’())*+* (! ’&,&) #-+&-**.&-+，/(01& 2-&, %，31-4&-+ $"..-(）

G9,2+*/2 5M< W+@V<F ?I"&"，DP 9M:=M GM< X<+; <88?8 D<G9<<; =+@=V@+G<A +;A <EZ<8:X<;G+@ W+@V<F :F X:;:X:\<A，+8<
?DG+:;<A I8?X G8+:@ =+@=V@+G:?; ?I +W+:@+D@< <EZ<8:X<;G+@ W+@V<F，+;A 8<]8<FF:?; <^V+G:?;F I?8 =+@=V@+G:;]"&" V;A<8 G8:+E:+@
=?XZ8<FF:?; +8< ]:W<;1 5M< X<GM?A I?8 =+@=V@+G:?; ?I"&" V;A<8 G8:+E:+@ =?XZ8<FF:?;HG<;F:?; +;A G8:+E:+@ G<;F:?; :F +@F?
Z8<F<;G<A1 LE+XZ@<F FM?9 GM< Z8<F<;G X<GM?A :F 8<+F?;+D@< 1

H3; D’+4, =?;=8<G<；&H2 FG8<FFHFG8+:; 8<@+G:?;；<^V:W+@<;G V;:+E:+@ FG8+:;

&$第 $6卷第 0期 汪基伟等 混凝土三维等效单轴应变本构模型的研究




