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混凝土三维非正交弥散裂缝模型
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摘 要 基于应变分解法，将开裂后的混凝土应变分解成裂缝面的应变与完好混凝土应变两部分，

裂缝面上混凝土法向刚度取单轴受拉混凝土应力应变曲线的下降段刚度，并保留裂缝面的剪切刚

度以考虑骨料咬合与销栓作用，完好混凝土本构关系采用弹塑性本构模型，推导了混凝土三维非正

交弥散裂缝模型的基本公式 $算例表明，该模型可用于混凝土结构的开裂分析，且分析结果和试验
结果较为吻合 $
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在钢筋混凝土有限元分析中采用弥散裂缝模型的优点是混凝土发生开裂后不需要改变单元网格，可以

很方便地分析结构从加载到破坏的全过程特性 !具体应用时，弥散裂缝模型又可分成以下几种：
!" 正交裂缝模型 !该模型认为开裂后的材料各向异性主轴与开裂方向一致，开裂后裂缝面上无泊松效

应；但为了考虑骨料咬合力等，通常保留部分剪切模量 !若采用最大拉应力准则，则当最大主拉应力超过混凝
土抗拉强度时，出现第 !次开裂 !为了便于坐标轴的转换，通常假定第 %条裂缝与第 !条裂缝垂直 !这就意味
着在三维情况下出现两次开裂后，第 *个开裂方向也就确定了 !这样的开裂方式，由于裂缝相互垂直，所以又
称为正交裂缝模型 !

#" 旋转裂缝模型 !+,-.［!］等人在进行钢筋混凝土板的试验时发现裂缝方向并不总是相互垂直的 !他们
在建立板的非线性分析模型时采用了材料主轴随主应力轴旋转的弥散裂缝模型 !这种模型在开裂后，考虑了
主应力的转动，并假定材料的主轴与主应力轴一起转动 !尽管这一方法被用于板的分析中取得较合理的结
果，但许多材料科学家认为这一模型缺乏理论基础 !其理由是，裂缝形成是不可逆的，一旦裂缝形成就意味着
材料在某一方向产生缺陷，而这一缺陷是不能随坐标轴旋转的 !

$" 非正交裂缝模型 !/. 0,123［%］提出的一种弥散裂缝模型是建立在应变分解的构思上的 !在增量型本构
关系中，混凝土破坏后这一模型的应变增量被分解为两部分：完好混凝土应变增量与裂缝应变增量 !完好混
凝土应变增量可按破坏前的本构关系取用，裂缝应变增量由裂缝面上的应力应变关系确定 !这一模型的特点
是裂缝的形成不需保持相互垂直，并且在某一积分点可以开裂若干次，裂缝间不必相互垂直 !目前该模型已
被广泛认可，并在二维情况下得到应用 !但三维情况下该模型的应用尚未见报道 !本文主要讨论三维非正交
裂缝模型及其在混凝土结构非线性有限元分析中的应用情况 !

% 基 本 公 式
应变分解法与弹塑性理论相似，是将开裂后总体坐标下应变增量分解为两部分，即

!! " !!#$ %!!#& （!）
式中：!!———总体坐标下应变增量；!!#$———完好混凝土的应变增量；!!#&———混凝土裂缝面的应变增量 !
如以最大拉应力为混凝土开裂准则，则当主拉应力超过混凝土极限抗拉强度时，出现第 !次开裂 !由于

裂缝面的应力释放，其后的应力主轴会发生旋转，当旋转后的主拉应力再次超过极限抗拉强度时，就发生第

%次开裂 !这样，在一点可以出现若干次开裂，且每条裂缝不一定相垂直 !设第 ’ 条裂缝在其局部坐标系下的
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应变增量为!!!"# ，根据坐标转换矩阵，可求得第 # 条裂缝在总体坐标系下的应变增量为

!!!"
# $ "#!!!"# （!）

"# $

%!" &!
" ’!

" %"&" &"’" ’" %"
%!! &!

! ’!
! %!&! &!’! ’! %!

! %! %! !&"&! !’"’! %"&! ( %!&" &"’! ( &!’" ’" %! ( ’! %









"

（#）

式中 %#，&#，’# 为开裂时主应力方向余弦 )若某一积分点发生 * 次开裂，则裂缝产生的应变增量为

!!!" $ !
*

# $ "
"#!!!"# （$）

式（!），（$）中裂缝面上的应变由 #个分量组成：

!!!"# $｛!!’
# !"+

# !",
#｝

% （&）
式中：!!’

#———第 # 条裂缝面上的正应变增量；!"+
#———第 # 条裂缝面上的剪应变增量（ + 方向）；!",

#———第 #
条裂缝面上的剪应变增量（ , 方向）)
同样，设第 # 条裂缝在其局部坐标系下的应力增量为!#!"# ，根据坐标转换矩阵，可求得它与总体坐标系

下的应力增量!"之关系为

!#!"# $ "%
#!" （’）

式中!#!"# 也由 #个分量组成：
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定义裂缝面上应力与应变之关系为

!#!"# $ $!"
#!!!"# （)）

式中开裂面上的本构矩阵 $!"
# 将在下节介绍 )完好混凝土的本构关系为
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将式（"!）代入式（""），可得
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式（"$）即为三维非正交弥散裂缝模型的本构关系 )

! 裂缝面上的应力应变关系
式（)）中开裂面上的本构矩阵通常采用以下形式：
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式中 /!，0! 分别为开裂面上的法向与切向刚度 )裂缝面上的正应力与正应变的关系可取为混凝土单轴受拉
试验的下降段，如图 "所示 )为避免有限元计算的极限荷载随单元网格加密而降低［#］，引入混凝土的断裂能
01 作为材料参数，则图 "中混凝土受拉极限应变为
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图 ! 混凝土开裂面受拉应力应变关系
"#$%! &’()#*’ )+,’))-)+,.#( ,’*.+#/()0#1
2/, +0’ 3,.34#($ )5,2.3’ /2 3/(3,’+’

!! " !#$ %（ $&’(） （"#）
当计算过程中裂缝面的法向应变小于历史达到的最大应变!) 时，

则在裂缝面上发生卸载，卸载时法向刚度取图 " 所示的割线刚度
*+ ,
式（"#）中 ’( 为混凝土断裂特征长度，在三向应力状态下特征

长度的计算较复杂，一种简单的计算方法是取积分点所占单元体

积的立方根［$］，即

’( " $ %! - （"&）
在式（"’）中，为考虑裂缝面上骨料咬合、销栓作用等，剪切模量

常取为混凝土开裂前剪切模量 # 的一部分［!］，即
#( ""# %（" ."） （"(）

计算时取") *+*" , *+!，本文取 *+" ,

6 弹塑性与开裂分析
混凝土破坏之前的本构模型选用弹塑性模型，屈服函数取 -./01/所建议的形式［2］

$（ !"，"!）" "（$"!）/#!! " "$* （"3）
式中：$*———等效应力；!"———应力张量第 "不变量；"!———应力偏张量第 !不变量 ,
由单轴受压与双轴等压试验结果确定出式（"3）中两个常数为：#) *+$’’$*，") "+$’’ ,采用相关流动法

则，根据弹塑性理论导出弹塑性应力应变关系矩阵为

#01 " # . #$$4#
2 / $4#$

（!*）

式中：#———弹性矩阵；2———硬化参数；$4———［"$ %"$3 "$ %"$4 "$ %"$5 "$ %"%34 "$ %"%45 "$ %"%35］,
在有限元分析中，混凝土破坏之前采用以上弹塑性本构模型 ,混凝土的破坏类型可分为开裂型与压碎

型 ,对于开裂型破坏，可将由式（!*）所确定的 #01代替式（"2）中的 #(6，而 #(+
7 可由裂缝面的方向余弦确定 ,对

于压碎型破坏，可采用与屈服面相似的应变空间破坏面来近似模拟［2］,事实上，混凝土被压碎在整个结构中
所占比例较小，其主要破坏类型是开裂型，所以对压碎型的近似处理并不影响对整个结构性能的分析结果 ,

7 算 例

5678976:8;167979.8试验梁［2］常被用于检验钢筋混凝土有限元分析结果是否合理的依据，现取其中一根梁
进行分析 ,梁的参数如下：
混凝土抗压强度 $( ) !2+’<=>，泊松比&) *+!；初始弹性模量 ** ) !"+$?=>，断裂能 #$ ) *+"@ A BB；混凝

土抗拉强度 $& ) !+2’<=>，钢筋弹性模量 *8 ) "3"+2 ?=> ,
梁的网格划分如图 !所示 ,采用等效薄膜模拟钢筋［’］，梁的底层为含有钢筋的组合单元，计算所得梁的

中点挠度值与试验值的比较如图 $所示 ,

图 6 梁的荷载与中点位移曲线
"#$%6 8/.9-9#)1*.3’:’(+ 35,;’ 2/, +0’ <’.:

图 = 梁的网格划分
"#$%= >’)0 2/, +0’ <’.:
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! 结 语

由于开裂引起的非线性是钢筋混凝土结构非线性的重要组成部分，所以非正交弥散裂缝模型不仅在理

论上比其它模型合理，而且可以模拟混凝土的非正交裂缝 !本文的模型可与任何混凝土破坏前的本构模型相
结合，用于混凝土结构的三维分析 !
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