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改进的求解应力强度因子的外插方法!
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摘 要 分析了无限大板中求解应力强度因子的应力外插法的误差原因，发现靠近裂纹尖端的应

力误差可以用简单公式近似表达，由此建议用修正应力外插法提高有限元方法求解应力强度因子

的精度，并通过二维问题验证了它的有效性 ’结果表明，修正后可以较大地提高其精度 ’
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现在已经可以计算各种形状、边界条件问题的应力强度因子 !其中，解析方法可以求解简单形状、简单边
界条件问题的应力强度因子 !实用的数值分析方法如直接法中的应力外插法、位移外插法简单明了，且具有
一定精度 !但由于在裂纹尖端产生的应力、位移解与精确解的偏离，因此数值分析方法不能说是高精度的 !为
此，人们采用各种方法（包括采用奇异单元），以提高计算精度 !
从通用有限元的角度来看，难于把特殊的单元组装进去 !因此，希望有简单且可以提高精度的方法 !从这

图 ! 裂纹尖端坐标
"#$%! &’()* +#, )--’.#/(+01

一点出发，本文利用有限元分析的低次单元，对应力外插法中应力解的误差，

以无限大板中的裂纹问题为例，进行了研究，作为提高精度的一种简单方法 !
本文使用应力修正外插法，并以二维问题为例，证实了其有效性 !

! 一般的应力外插法
首先概述一下一般的应力外插法 !裂纹尖端坐标及应力状态如图 !所示 !
!, $上的应力"" 以下式表示：
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图 2 无限大板裂纹问题
"#$%2 3/4#/#+0 ,5(+0 ,’-6507

将上式两端乘以 &"" %，并取其前两项表示 $!（ %），则

$!（ %）# &"" %"" # $! & ) &""’! % （&）
这就是应力外插法的理论根据式 !

2 应力强度因子的计算误差
首先，对有限元分析中应力、无限大板裂纹问题位移的计算误差进行分析 !为

此，利用有解析解的无限大平板中的裂纹问题（图 &）!为了研究网格剖分对计算
结果的影响，本文研究了一种可以以不同梯度加密的三角形有限元网格全自动生

成方法，如图 )、图 -所示 !对图 &所示的板进行粗、细两种不同密度的剖分，最小
单元的尺寸粗剖分为半裂纹长的 ! ( !$&-，细剖分为半裂纹长的 ! ( - $".，以单轴均
匀拉伸进行计算 !图 % 所示的是粗剖分时裂纹尖端的应力计算值与理论值的比
较 !从图 %可以看出，越接近裂纹尖端，应力的计算值与理论值偏离越明显 !这就
是应力外插法不能得到高精度解的原因 !
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图 ! 裂尖网格剖分
"#$%! &’()* +#, -./0 1023 2456#7#2#./

图 8 总体网格剖分
"#$%8 90/0’(: 1023 2456#7#2#./

为了使位移的计算值与理论值一致，如图 !所示，可以用两种方法予以修正 !其一，给纵坐标的计算值一
修正量!!；其二，给横坐标的距离一修正量!" !以下说明基于改善误差提高应力强度因子精度的方法!!要
比!" 容易 !应力修正量!!和距离修正量!" 与距离的关系分别示于图 "、图 # !从图 #可以看出，由于在靠
近裂纹尖端处，应力分布具有 "$ #%奇异性，计算结果对距离极其敏感，计算误差也会对距离修正构成影响，因

而以距离去修正是困难的 !如以应力进行修正的话，!!除最尖端的一个点外，可以用低次函数近似 !对于不
同密度的网格剖分，可得出同样的结果 !

图 ; 应力偏离量与位置偏离量示意图
"#$%; <30 2+’022 (/6 ,.2#+#./ 607#(+#./2

图 = 数值解与精确解的比较
"#$%= &.1,(’#2./ .> /410’#)(: (/6 +30.’0+#)(: 2.:4+#./2

图 ? 位置修正结果
"#$%? <30 1.6#>#06 ,.2#+#./ ’024:+2

图 @ 应力修正结果
"#$%@ <30 1.6#>#06 2+’022 ’024:+2
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从以上可知，数值求解得到的应力!计算引入!!的概念的话，式（!）可表示为

!修正 !
""
"#! #

$ #%! #
!
" $ $%" #

#
" $ ⋯ （#）

这里，!修正 %!计算 &!!&
通过增加单元划分密度、利用高次单元等，离散带来的误差越来越小 &!!趋近于 ’，式（#）可以看作与理

论式（!）等价 &
原来的外插法使用式（#），则式（"）就变为

"#! #!数值 ! "" ’ "#! #·!! $ # "!#%! # （(）
如果!!与!相比足够小，则式（(）就与原来的外插法相同；如不足够小，用原来的外插法，数据就失去

了线性性质 &

! 应力修正外插法
有限单元法产生的应力位移的误差用上述应力修正法降低，然后求解应力强度因子，本文称之为应力修

正外插法 &引入!!的概念，将原来外插法的!代之以!计算 &!!，如下式所示，它可以比原来的外插法在更广
的范围内恢复线性性 &

"#! #!修正 ! "" $ # "!#%! # （$）
以下就具体算法进行说明 &关于应力的修正量，除了裂纹尖端第一点外，可以用下式表示：

!! ! (’ $ (! # $ (" #" $ ⋯ （)）
从图 *可以看出，用下式近似就具有足够的精度 &

!! ! (’ $ (! # （*）

图 " 修正结果与未修正结果的比较
#$%&" ’()*+,$-(. /01200. )(3$4$03

+.3 5.)(3$4$03 ,0-561-

通过使式（"）表示的 "（ #）的线性即相关系数达到最好去决定常数
(’，(! &此时，在 ) 轴的截距定为应力强度因子 &决定各系数时，设定适当
的初值（本文取原有数据点的最小二乘拟合直线的参数为初值），各系数

以适当的间隔上下浮动（本文让各常数各增大、减小 $’次），各种组合中
相关系数最大的组合记为暂时的最优参数，把它作为新的初值，减小步

长，再次求下一组最优参数，如此反复，使求得的最优参数与上一次的最

优参数的误差达到设定值 &并且，应力修正外插法不需要像比例外插法
那样需有基本解 &

7 求解无限大裂纹板的 !"的应用

本文提出的修正应力外插法与通常的外插法求解的无限大裂纹板

中的应力强度因子如图 +（细网格）所示 &用修正应力外插法得到的 ""为

图 89 误差对比
#$%&89 :,,(, ;()*+,$-(.

!,’’+，与理论解 !,’非常一致 &

< 二维裂纹问题的应用
把修正距离外插法用于中央裂纹板的 ""的计算，以证明其有效性 &中央

裂纹板的参数分别取 "( * + % ’," - ’,* & ""计算结果与严格解
［!］的比较及相

对误差如表 !所示，其中相对误差示于图 !’ &本方法应力强度因子的误差（细
网格）为 !.左右，都比原来的外插法（误差 (.左右）接近严格解 &
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表 ! 计算结果与严格解的对比
"#$%& ! ’()*#+,-(. $&/0&&. 1()*2/#/,(.#% +&-2%/- #.3 -/+,1/ -(%2/,(.

!! " # 严格解 普通方法 改进方法

"#! $#"!% "#&’!’（ ( )#$!*） $#"++（"#’!*）
"#+ $#"%’ $#"$,$（ ( +#&,*） $#",,（"#-,*）
"#) $#$"& $#"%’!（ ( )#%’*） $#"&-（ ( $#"’*）
"#% $#$’- $#$+%%（ ( )#+)*） $#$-$（ ( $#+)*）
"#, $#+"+ $#!%"’（ ( )#"$*） $#!’-（ ( $#!"*）
"#- $#)’’ $#)!+)（ ( )#+)*） $#)-$（ ( $#$)*）

4 结 果

本文以受拉的无限大中央裂纹板为例，说明了有限单元法产生的裂纹尖端的应力误差可以用直线近似

修正 $本方法的精度受直线近似范围的影响，以 %& " !（距裂纹尖端最远点的距离 "半裂纹长）表示，则为 "#"$
（!! " # . "#-）/ "#"+（!! " # . "#!），在此范围内，利用此方法可以得到精度较高的应力强度因子 $本文以中
心裂纹板问题为算例进行了验证 $
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