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摘 要 设 ! ’ "（!#，!( !）为双二次域，$$%! 和&（!）分别是 ! 的 )*+,核和 -./0核 ’本文决
定了 $$%! ( &（!）的结构 ’
关键词 )*+,核；-./0核；素理想
中图号 1!234$

设 ! 是代数数域，%! 是其整元环 ’ $$%!，&（!）分别是 ! 的 )*+, 核和 -./0 核，我们总有 &（!）"
$$%! ’这两个群具有十分重要的数论意义，其研究成果较多 ’二次域的情形可参见文献［!，$］’双二次域的情

形，研究成果很少 ’本文将针对这一情形进行研究 ’
设!为 ! 的全体素除子集合，对任意 )#!，记 !) 为 ! 在 ) 处的完备化，*) 为 !) 的整元环中的全体

单位根 ’ +) 为 ) 的范，对任意素数 ,，", 为 , 次单位根 ’
下面阐述 $$%! ( &（!）的结构 ’

引理 ) 设 ! ’ "（!#，!( !），( !$##*无平方因子 ’则

$%! -

)$
!)

$
$ 如果 # %. !（+50#）

)6
7 如果 # %. $（+50#）

)$
6 如果 # %. 7（+50#










）

这里 )!，)$，)7，)6是 %! 中的素理想 ’

证明 显然，! ’ "（!#，!( !）’ "（ (! #，!( !）’所以 #% 8 /（+50#）时，$在 %! 中的分解相同 ’显
然，我们有 $在 %! 中分歧 ’

当 #%!（+50#）时，$在 "（!#）中分裂，从而 $%! ’ )$
!)

$
$；

当 #%7（+50#）时，$在 "（ (! #）中惯性，从而 $%! ’ )$
6；

当 #%$（+50#）时，分解域 !0 ’ "，设 !&1&" 为惯性域 ’当 1$" 时，$在 1 中总分歧，故 1 ’ "，从

而 $%! ’ )6
7 ’

定理 设 ! ’ "（!#，!( !），8 7，( !$##*无平方因子 ’则

当 #%!（+50#）时，$$%! ( &（!）’
* ( 6*(* ( 7* 若 7 9 #，

* ( 6* 若 7)#
{

；

当 #*!（+50#）时，$$%! ( &（!）’
* ( 7* 若 7 9 #，
｛&｝ 若 7)#{ ；

当 ! ’ "（!( 7，!( !）时，$$%! ( &（!）’* ( 6* ’
证明 当 7 9 # 时，")# ’所以 #% 8 7（+50"）’此时，7%! ’ )$，) 为 %! 中素理想，这样 +) ’ " ’我们证明

*) ’ $6 ’事实上 7+ : *)，# 9 : *) ’故只须证 !3): *) ’由于 !3是 *7中的单位，所以 "7 添加 !3次单位根所

得扩域是非分歧的［7］’又由于 2# ; !%（26 ; 2$ ( !）（26 ( 2$ ( !）（+507）为素分解，故若 !3 9 : *)，则 !) 是 "7

的非分歧扩域，与 7在 !) 中分歧矛盾 ’
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由文献［!］知，!""# $ %（#）由满足下列条件的生成元生成：

当!& ! #&（& ’ (）时，)&；当 & 为实除子时 )"
& * #；当 & 为有限素除子时 ) $ +

&
$ ,&-#

& * #；

"
&实

)& "
&有限，!&!#

) $ +
&
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& * #（& ’ (），这里 + 是 # 中的单位根数 .当 # * /（#0， -# #）时，# 中无实除子 .

显然!%$#，故 !""# $ %（#）的 %部分为：当 % & 0 时是 ! $ %!；当 %%0 时是｛’｝.下面考虑 "部分 .
当 0& ( #（)*+,）时，""# - &"
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而 !""# $ %（#）的 "部分为 ! $ !! .
当 0& ( "（)*+,）时，""# - &!

%，,&% - "，$ +&
%
- #"，从而 )!

&
%
- #，)%

&
%
- #；

当 0& ( %（)*+,）时，""# - &"
!，,&! - !，$ +&

!
- #"，从而 )!

&
!
- #，)&

!
- # .

这样，0’ ( #（)*+,）的情形，!""# $ %（#）无 "部分 .

当 # - /（#. %，#. #）时，""# - &"，,& - !，$ +& - #"，%"# - /"，,/ - /，$ +/ - "!，+ - #" .故 !""# $

%（#）的生成元为 )&，)/，满足：)
!
& - #，)%

/ - #，且 )&·)
"
/ - #，从而 !""# $ %（#）(! $ !! .证毕 .
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