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拟微分方程边值问题的局部可解性!
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摘 要 利用微局部分析的工具，讨论了含两个变量的拟微分方程边值问题的局部可解性；通过构

造渐近解的方法，给出了上述问题局部可解的微局部形式的必要条件 %
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在偏微分方程的理论研究中，一个基本的问题就是方程

!（"，#）$ % & （!）
当右端项 & 具有一定的正则性时（例如 ’2），（!）是否总是（至少局部地）可解？对此问题，3% 4-56［!］于 !"10
年给出了一个著名的反例 (此后，人们对（!）的局部可解的必要条件和充分条件作了深入的研究 (0$年代初，
4%7()-89-):和 ;% <)-=->等人［&］还对具 ’2系数的主型偏微分算子得到局部可解的充分条件和必要条件［&］(
另一方面，对线性偏微分方程 ?@A*+6问题的局部可解性也有了比较完美的结果［B，C］(文［1］首先研究了线性
偏微分方程一般边值问题的局部可解性，得到了局部可解的必要条件 (本文将这一结果推广到具两个自变量
的拟微分方程的情形 (其中所有的拟微分算子都假定是经典恰当支的 (

! 预 备 知 识
设 ) 是（ *$，"$）的一个邻域，记 ) D E｛（ *，"）") F * G *$｝，)$ E｛（ *，"）") F * E *$｝，我们现讨论拟微分方

程边值问题

!$ % & 在 )+ 中 （&）

,-$ % .- - % !，&，⋯，/ 在 )$上 （B{ ）

在点（ *$，"$）局部可解的必要条件 (
首先，关于 !，,-（!# -# /，/#0）作如下假设：! 是0 阶拟微分算子，,- 为0- 阶拟微分算子，且 01$0-

（ 1$ -），$#0-#0 H !（ - E !，&，⋯，/），)$关于 !，,- 非特征，所以

!（ *，"，#*，#"）% #0
* +%

02!

- % $
302 -（ *，"，#"）#-

*

其中 30 H -（ *，"，#"）",40 H -，其主象征 5$0 H -（ *，"，!）关于!"6! I｛$｝齐 0 H - 次 (记 !（ *，"，#*，#"）的主象

征为 7（ *，"，"，!），则 7（ *，"，"，!）E"
0 D 5$0 H -（ *，"，!）"

- (对任一!"6! I｛$｝，设方程 7（ *，"，"，!）E $关于

"有 8!个具负虚部的复根"!（ *，"，!），⋯，"8!
（ *，"，!），8& 个具正虚部的复根"8! D !（ *，"，!），⋯，"8! D 8&

（ *，"，

!），0 H 8! H 8&个实根"8! D 8& D !（ *，"，!），⋯，"0（ *，"，!），7（ *，"，"，!）E 7 H 7 D 79 (其中 7 H E&
8!

- E !
（"H"-（ *，"，

!）），7 D E &
8! D 8&

- E 8! D !
（"H"-（ *，"，!）），79 E &

0

- E 8! D 8& D !
（"H"-（ *，"，!））(

,-（"，#*，#"）% #0-* +%
0- 2!

: % $
,-
0- 2 :（"，#"）#:

* - % !，&，⋯，/

其中算子 ,-
0- H :",40- H :，其主象征 ;

$
-
0- H :关于!"6! I｛$｝齐 0- H : 次 (
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定义 ! 若存在（ !!，"!）的一个邻域 #，使得对任意 $! %&"（’ #），（ ($，(%，⋯，()）!（&"（’!））
)，存在 *

!+,（#"’ #），成立

-* . $ 在 # " ’/ 中

01* . (1 $# 1 # ) 在 # " ’!
{ 上

则称（%），（&）在点（ !!，"!）是局部可解的 2
引理 ! 对任一 *!+,（’ #）和 3!&4（’ #），可以找到 0) # $，⋯，05 使｛01（ "，+!，+"）｝

5
1 ’ $成为一 5 阶

()*)+,-./组，并可找到另一 5 阶 ()*)+,-./组｛0,1（"，+!，+"）｝
5
1 ’ $使得

$’/
-*· 30"0 ! .$’/

*·-% 30"0 ! 6 7&
5

1 . $
$’!

01*·0,130" （1）

这里 -%是 - 的伴随算子 2
定义 " 设 8（ !）为 5 阶多项式，｛-1（ !）｝91 ’ $为 ! 的一组多项式，若 9 2 5，且从｛-1（ !）｝91 ’ $中能选出 5 个

多项式模 8（ !）线性无关，则称｛-1（ !）｝91 ’ $超覆盖 8（ !）；若 9 ’ 5，且｛-1（ !）｝91 ’ $模 8（ !）线性无关，则称
｛-1（ !）｝91 ’ $覆盖 8（ !）2

引理 " 34设 ) 2 5 5 :$，若 0$，0%，⋯，0) 的主象征 ;
!

$，;
!

%，⋯，;
!

) 构成 < 5 <= 的超覆盖，则由（1）式所导出

的算子 0,) # $，0,) # %，⋯，0,5 的主象征 ;
!
,) # $，;

!
,) # %，⋯，;

!
,5 模 < 5线性无关 2

64设 ) ’ 5 5 :$，则 ;
!

$，;
!

%，⋯，;
!

5 # >$
覆盖 < # <= 的充要条件为 ;

!
,5 5 :$ # $，;

!
,5 5 :$ # %，⋯，;

!
,5 覆盖 < 5 2

证明： 34不妨设（ !!，"!）’（!，!），且 ;
!

$，;
!

%，⋯，;
!

5 5 :$
模 < # <= 线性无关 2以下分三步来证 2

第一步：公式（1）的变形 2
在（1）中分别以 *（!!，!"），3（!!，!"）代替 *（ !，"），3（ !，"），这里!2 $，令!’"，注意到此时 3（!!，!"）

!&"
&（’ #），可得

$?%
/
<（!，!，+!，+"）*30"0 ! 6$?%

/
* <%（!，!，+!，+"）30"0 ! . 6 7&

5

1 . $(’!

0
!

1（!，+!，+"）* 0
!
,1（!，+!，+"）30"

其中 <（!，!，+!，+"），<%（!，!，+!，+"），0
!

1（!，+!，+"），0
!
,1（!，+!，+"）分别是算子 -（!，!，+!，+"），-%（!，!，+!，

+"），01（!，+!，+"），0,1（!，+!，+"）的主部 2
对任一固定的"!?$ 7｛!｝，取 *（ !，"）’ .)!8#（$"）(（ !），3（ !，"）’ .)!8#（$"）=（ !），其中 (（ !），=（ !）!

+（?）待定，$为正实数，则

$/"
! <（!，!，+!，"）(（ !）=（ !）0 ! 6$/"

! (（ !）<%（!，!，+!，"）=（ !）0[ ]! ·$?$ @#（"）@ %0" .

6 )&
5

1 . $
0
!

1（!，+!，"）(（ !）·0
!
,1（!，+!，"）=（ !）@ ! . !·$?$ @#（"）@ %>" / A（$）

令$’!，可得

$/"
! <（!，!，+!，"）(（ !）=（ !）0 ! 6$/"

! (（ !）<%（!，!，+!，"）=（ !）0 ! .

6 )&
5

1 . $
0
!

1（!，+!，"）·0
!
,1（!，+!，"）=（ !）@ ! . ! （9）

当 (（ !），=（ !）!&"（［!，"）），且其中有一在无穷远处急减，另一在无穷远处缓增时，（9）式也对 2
第二步：对（9）中的 (（ !），=（ !）加以适当选取 2
取 =（ !）为

<%（!，!，+!，"）=（ !）. ! （:）

0
!
,1（!，+!，"）=（ !）@ ! . ! . ! 5 6 :$ / $# 1 # 5 （;{

）

在无穷远处急减的 &"（［!，"））的解；
取 (（ !）为

<（!，!，+!，"）(（ !）. =（ !） （<）

0
!

1（!，+!，"）(（ !）@ ! . ! . ! $# 1 # 5 6 :$ （={
）
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在无穷远处缓增的解 !将所取的 "（ #），$（ #）代入式（!）可得!" #
$ % $（ #）% &’ # ( $，即 $（ #）( $ !这就证明了（)），

（*）在无穷远处急减的 %#（［$，#））解只能是零解 !

第三步：证明 &
$
’{ }( )

( ( ) + *, " ,模 + + (（+"）"线性无关 !

若不然，从 &
$
’{ }( )

( ( ) + *, " ,
中换去几个后得到的 &

$
,{ }( )

( ( ) + *, " ,
模（+"）"线性无关 !不妨设 &

$
,) 是换进来的一

个，则由 -
$
,($（ #）( $（ ( ( ) + *, " ,，⋯，) + ,）和 +"" $（ #）% # ( $ ( $可得 -’($（ #）% # ( $ ( $（ ( ( ) + *, " ,，⋯，)）!

现在来求解问题：

+".（$，$，/#，!）$（ #）0 $ （,$）

-
$
,(（$，/#，!）$（ #）1 # 0 $ 0 $ ( 0 ) 2 *, . ,，⋯，) 2 , （,,）

-
$
,)（$，/#，!）$（ #）1 # 0 $ 0 , （,&










）

显然（,$）-（,&）有一非零的在无穷远处急减的 %#（［$，#））解 !注意到此解也满足（)），（*），这就导出了

矛盾，所以 &
$
’{ }( )

( ( ) + *, " ,模 + +线性无关 !由于 3 . ) + *,，所以 &
$
’{ }( )

( ( 3 " ,模 + +线性无关 !

/0 可与 10一样证明 !

引理 ! 设 ) 阶多项式 +（ #）有根 #,，#&，⋯，#4，重数分别为 5,，5&，⋯，54，#
4

6 ( ,
56 ( )，又设多项式组

7(（ #{ }） 3
( ( ,（ 3$)）模 +（ #）线性无关，则矩阵 7 (

7,（ #,）⋯7（ 5, + ,）
, （ #,）⋯7,（ #4）⋯7,（ 54 + ,）（ #4）

7&（ #,）⋯7（ 5, + ,）
& （ #,）⋯7&（ #4）⋯7&（ 54 + ,）（ #4）

73（ #,）⋯7（ 5, + ,）
3 （ #,）⋯73（ #4）⋯73（ 54 + ,）（ #4













）

的秩为 3 !

引理 " 若（&），（2）在（ #$，8$）局部可解，则对任一"%%#
9（:）（:&&;），存在常数 %，7 使得

1!<.
="’8’ # 1$ %#

1#1$ 7
345
# > #$

1 /#= 1·（#
1$1$ 7

345
# > #$

1 /$?"" 1 . 345
# 0 #$
#

)

( 0 3.,
1 /$8-’(" 1） （,2）

# 主 要 结 果

定理 10 3 . ) + *,，（&），（2）在（ #$，8$）局部可解的必要条件是：对任一!%@, 6｛$｝， &
$

{ }( 3
( ( ,不能超覆

盖 + " +$ !

/0 3 ( ) + *,，（&），（2）在（ #$，8$）局部可解的必要条件是：对任一!%@, 6｛$｝， &
$

{ }( 3
( ( ,不能覆盖+ " +$ !

证明 10用反证法 !说明当 &
$

{ }( 3
( ( ,超覆盖 + " +$ 时，式（,2）不总成立 !

首先，通过一坐标变换可使（ #$，8$）(（$，$），!. $，这样，

+（$，$，%，!）0%
) .#

)2,

( 0 $
A$
)2 (（$，$，!）%

( 0 ’
*,

B 0 ,
（% 2%B!）C（%，!）

其中 78%B 9 $，,$B$ *,，C（%，!）为关于%的) + *,次多项式，C（%，!）关于%，!齐) + *,次，且 C（%B，,）(
$ !下面利用构造渐近解［)］的方法来说明 !对于所构造的渐近解，式（,2）对任意的 %，7 都不成立 !
作变量代换 #&

D) #，8&
D)8，这里 D 为一适当大的正整数，&为一大参数，记

+"&（ #，8，/#，/8）0 +"（ #
&

D，
8
&

D，&
D/#，&

D/8）

-’(&（8，/#，/8）0 -’(（
8
&

D，&
D/#，&

D/8） ( 0 3 . ,，⋯，)

由（,2）可得

1（ =，"）1$ %&’#
1#1$ 7

345
# > $

1 /#= 1·（#
1$1$ 7

345
# > $

1 /$?"&" 1 . 345
# 0 $#

)

( 0 3.,
1 /$8-’(&" 1） （,:）

对任一"%%#
9（E）成立，其中 E 为一固定紧集，’( D（& " &7）!设 + +的两两互异根为%,，%&，⋯，%4，重数分
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别为 !!，!"，⋯，!"，这里!
"

# # !
!# # $!，作

!%（ &，’）( "（"%& ) ’）) $（"%& ) ’）" % ( !，"，⋯，"

它满足：（%）（*& &"%*’）!% # ’；（(）对适当的#，+ ) ’，当 &"’， &" * ’# " +#时，,-!%（ &，’）" +（ &" * ’"）；（.）当
& # ’时，所有的!%（ &，’）相等 ,

下面构造如下形式的渐近解!$ # !
-

# # ’
!
"

% # !
.%#（ &，’）/$$!%（ &，’）

$
& # ,其中 - 充分大，.%#（ &，’）待定 ,此解将使

（!0）不能成立 ,

由于$$ 1 时，$/ 012%$（ &，’，*&，*’）( *0
& )!

0/!

# ( ’
3
’
%
0/ #（’，’，*’）*#

& ) 4（$/ 1）(

&
"

% ( !
（*& /"%*’）

!%5（*&，*’）) 4（$/ 1）

$/ %
#
167#$（’，*&，*’）( 6

’
7#（’，*&，*’）) 4（$/ 1），8 ) !’ # ’ 0 （%# 为 67# 的阶数）

令 2%$!$及 67#$!$ 2 & # ’中$的同次幂项之和为 ’，并注意到 /& $$!%（ &，’{ }） "
% # !是一线性无关组，可得

%%（*% /"%*’）
!%.%#（ &，’）( 9%#（.%，’，⋯，.%，# /!） （!3）

!
"

% ( !
!
!% /!

: ( ’

!
:！（(

:
";

’
7<）（"%，!）(

:
& .%，# /! ( =<# 8 ) !’ < ’ 0 （!4）

其中%% #&
"

# # !
（*& &"#*’）

!#5（*&，*’）!%（ &，’）)’，9%’ # =<4 # ’，9%#和 =<#是其变元及其导数的线性函数，其表达式

可递推求出 ,由反证假设及引理 "的 %知 ;7{ }< 0
< # 8 * !模 > &线性无关且又由引理 5知式（!4）右端系数矩阵的秩

为 0 & 8 + $!，从而对任一 #，存在非零向量（.! #（’，’），⋯，(
!! & !

(&!! & !
.! #（’，’），⋯，."#（’，’），⋯，(

!" & !

(&!" & !
."#（’，’））满足

（!4）,对每一 #，将上述数据取为初值在 & ) ’中求解（!3）即可求出 .%#，从而非平凡解!$可以作出 ,此时式（!0）
右端可以任意小（当 - 充分大，$$1时），这样式（!0）对任意的常数 ?，@ 都不能成立 ,证毕 ,

(6 同 %一样证明 ,
注：本文所用的方法对于拟微分方程组的情形也是有效的 ,
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