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用边界元法计算双曲线缺口圆柱的弯曲中心!

汤昕燕

（南京农业大学农业工程学院 南京 %!$$’%）

摘 要 使用 ()*+,-./+)+,弯曲理论及调和函数的基本解，将任意截面柱体的 ()*+,-./+)+,弯曲问
题归为解两个非耦合的以弯曲函数!（ !，"）和扭转函数"（ !，"）为未知函数的边界积分方程 &基
于上述结果并通过对横截面上扭矩的计算，导出了用于计算柱体弯曲中心的理论公式 &可以指出，
若横向力作用于弯曲中心，则柱体只产生单一的弯曲而无附加的扭转 &以双曲线缺口圆柱的 ()*+,-
./+)+,弯曲为例，通过对边界积分方程的离散，用边界元法对其作了计算，最后求得了柱体的扭转
刚度、弯曲中心及应力分布等数值结果，其中有些结果与理论值符合很好 &
关键词 边界元方法；()*+,-./+)+,弯曲；弯曲中心
中图号 0’$%

双曲线缺口圆柱的横截面#如图 !所示，其中 # 为圆柱的半径，$ 为圆心，边界$上的
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图 ! 双曲线缺口圆柱
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其中参数 ( 1&&，决定了缺口的深度，参数 * 则决定了缺口张开口径%%

的大小，即 * 1 (%% , #% 2 (% 2%
%" % -图中#’ 为双曲线缺口圆柱横截面#

的形心，其上放置的直坐标轴#’!" 为#的形心主轴，形心#’ 与圆心 $ 的
距离为’，它由双曲线的参数（(，*）及圆柱半径 # 决定 -设图 !圆柱的长
度为 .，它的一端用适当方式固定，另一端在形心#’ 上沿形心主轴#’! 作
用一横向力 /，圆柱的侧面自由，由于#’ 不是截面的弯曲中心，因而圆柱
在横向力 / 作用下除产生弯曲外，还将引起附加扭转 -这种问题在弹性
力学中称为 ()*+,-./+)+,（圣文南）弯曲［!］-当缺口深度较大，但张开口径
不是很大时（如缺口接近于一根深裂纹时），则图 !圆柱截面#的形心与
弯曲中心离得较远 -因而当 / 作用于形心时便会产生较大的附加扭转 -
只有当作用于截面弯曲中心时才能消除附加的扭转，从而使柱体处于较

安全的状态 -因而对于这类带缺口的柱体，寻找弯曲中心，以便将横向力

移至该处，这是十分有意义的 -本文的目的是使用 ()*+,-./+)+,弯曲理论［!］，然后使用边界元数值法，计算这
类柱体的弯曲中心 -

! 弯 曲 中 心
对于图 !柱体，若柱的左端适当固定，而其右端在截面#的形心#’ 上沿形心主轴#’! 作用一横向力/，则

由于#’ 不是截面的弯曲中心，因而柱体除产生弯曲外，还要产生附加扭转，这种 ()*+,-./+)+,弯曲问题在理
论上早已解决［!］，此时任一 0 截面上各点（!，"，0）的剪应力（(0!，(0"）由以下公式计算：
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式中："，%———柱体材料的泊松比及剪切弹性模量；(———截面’绕")" 轴的惯性矩；#（#，"）和&（#，"）———
待求的弯曲函数和扭转函数；$———柱体附加扭转的扭率，由以下公式决定：
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式中：*———杨氏模量；+———扭转刚度 ,
式（!）和（#）中，以$为系数的剪应力使柱体在横截面上产生内力扭矩(- ,这一内力扭矩使柱体在弯曲

时同时产生附加扭转 ,因此，若要消除这一附加扭转，使柱体只产生单一的弯曲，则可根据柱的 &’()*+,-)’)*
扭转理论［"］，在柱体的右端附加一与以上内力扭矩 .- 大小相等方向相反的外力扭矩即可 ,这可使用将原来
作用于柱右端截面形心") 上的横向力 & 平行地向")" 轴方向移动一距离 / 至弯曲中心，从而达到目的 ,因
此，横截面’的弯曲中心在")" 轴上离形心") 的距离由下式决定：
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根据以上分析，当图 "中的横向力 & 作用于弯曲中心时，则柱体只产生单一的弯曲 ,此时，柱体中的应力只
有弯曲应力，它们仍由式（!），（#）计算，但其中以$为系数的项略去 ,

! 函数!（!，"）和"（!，"）的确定
根据 &’()*+,-)’)*弯曲理论［"］，函数#（#，"）和&（ #，"）均为图 "柱体横截面’上的平面调和函数，它

们在边界)上的法向导数满足以下边界条件：
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式中：01———边界)上 1 点的单位外法线；（ #，"）———1 点的坐标 ,因此由上可知，求解函数#（ #，"）和

&（#，"）则是调和函数论中的两个 4-56’))问题［!］，因而它们归为求以下两个非耦合的边界积分方程［#，%］：
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式中：3 和1———边界)上的边界点；231———边界点 3 和1 间的距离 ,
现在只需求解以上两个边界积分方程，便求得函数#（ #，"）和&（ #，"）在边界)上的边界值#（1）

和&（1），再使用已知的法向导数式（2），（3），则由调和函数的性质［!，#］便得图 "柱体在区域’上任意内点
4（#，"）的弯曲函数#（#，"）和扭转函数&（#，"），于是问题解决 ,本文采用作者前一论文［#］介绍的边界元法
对其进行数值求解 ,

" 带缺口圆柱的边界元解法
将图 "圆柱’的边界)按文献［#］分为 0 段，各段的节点用带星的编号 5$（ : "$，!$，⋯，0$）表示，各

段中点用不带星的编号 5（ : "，!，⋯，0）表示 ,若使用常数边界元，则函数#（#，"）和&（#，"）在第 6 段上可用
该段的中点值#（16）和&（16）表示，于是边界积分方程（8）和（9）便离散为以下两组非耦合的边界元代数方程
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式中右端的非齐次项由式（2）和（3）给出，而系数 756和 856已由文献［#］列出 ,
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求解以上代数方程组（!"）和（!!），便得未知函数!（!），"（!）在边界#上的各离散值!（!"）和"（!"），

于是便可近似决定内点 #（$，%）的弯曲函数!（#）#!（$，%）及扭转函数"（#）#"（$，%），从而可确定柱的
扭转刚度 & 和由式（$）给出的弯曲中心 ’ (当横向力 ) 作用于弯曲中心时，柱体的弯曲应力（$*$，$*%）由式

（%），（&）决定 (略去系数为%的项，它们的边界元计算公式由于篇幅限制不再具体列出 (

! 数 值 结 果
为了说明本文方法的应用，这里使用上面获得的结果及无量纲几何参数 +! # + , -，$!. # $. , -，对图 !

双曲线缺口圆柱的形心位置&、扭转刚度 &、弯曲中心 ’ 及横向力 ) 作用于弯曲中心时柱体的弯曲应力
（$*$，$*%）等作了数值计算，这里取’# "’& (表 !是获得的无量纲形心位置&! #& , -、无量纲扭转刚度 &! #
& ,(-(及无量纲弯曲中心 ’! # ’ , - 随无量纲参数 +!的变化 (

表 " !!，!!，"!随参数 #!的变化（$!% # $%&）

’()*+ " !!，!!，"!,-. /0+ 1(2(3+/+2 #! 452 $!% # $%&

+! "’! "’& "’$ "’) "’* "!

!"&! "’+*$++ "’+%*(, "’$"),* "’&&)%% "’!%%$%

&! "’,",!) "’*,),% !’!,!*" !’&)"", !’$!*%* !’$*

- ’! "’&*%,$ "’%(+($ "’!(!)$ "’"("+& "’""(*,

由表 !看出，当 +!"!时 &!"!’$*，这与理论值#&! #!, %十分接近 (这说明，本文的计算结果是有足
够精度的 (关于柱体中的应力分布，由于篇幅限制，这里不再列出 (
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