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摘 要 混凝土材料的性能参数（如弹性模量、徐变度）的长期值对于结构的应力分析、强度设计、

开裂分析、仿真分析都有很重要的作用，而这些性能参数的长期值通过试验测定需要很长时间，往

往不能满足工程设计和计算的需要 &本文用灰色理论预测混凝土材料性能参数的长期值，使得长期
值的预测过程建立在严格的数学基础上，且预测值的精度能够满足工程需要 &
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工程实际中有许多材料性能参数都是随着时间的变化而变化的，如混凝土的弹性模量和徐变度等，它们

的长期值对于工程结构的应力分析、强度计算、开裂分析和仿真分析都有很重要的意义，而这些值用试验的

方法测定都需要很长的时间，以往对这些长期值的计算均采用经验公式进行预测，具有很大的经验性 &灰色
理论［!］是我国学者邓聚龙教授 !"*%年 )月在国际上首先提出的，发展至今主要研究内容包括系统分析、信
息处理（生成）、灰色建模、灰色预测、灰色决策和灰色控制等 &对少量的数据进行处理，建立数学关系构成灰
色模型，并通过模型对系统未来发展作定量预测称为灰色预测 &灰色预测是需要原始数据少且可以预测任何
时间值的一种数学方法 &本文用灰色理论中这一数学方法，使所预测的混凝土材料性能参数长期值更具有理
论依据，预测结果更加可信，且预测结果的精度可以满足工程设计和计算的需要 &

! 灰色理论及预测模型
控制论学者艾什比用黑箱（-./01 -23）形容内部信息缺乏的对象和系统 &为此，可用“黑”表示信息的缺

乏，“白”表示信息的完全 &信息不完全、不充分称为“灰”&信息不完全的系统称为灰色系统（4567 879:6;）&
!"! 灰色生成
将原始数列｛!（#）｝中的数据 !（#）（"）按某种要求作数据处理，称为生成 #灰色理论对灰量、灰过程的处理，目

的是求得随机性弱化、规律性强化的新数列，此数列的数据称为生成数 #利用生成数建模是灰色理论的重要特
点之一 #生成可分为累加生成、累减生成、初值化生成、均值化生成、归一化生成等 #下面介绍最常用的两种生
成 #
!<!<! 累加生成
令｛!（#）｝=（!（#），!（#）（%），⋯，!（#）（$））为原始数列，
记生成数列为｛!（!）｝，｛!（!）｝=（!（!）（!），!（!）（%），⋯，!（!）（$）），如果｛!（!）｝与｛!（#）｝之间满足

!（!）（"）% "
"

& % !
!（#）（&）

则称｛!（!）｝为｛!（#）｝的一次累加生成数列，记为 ! > ?4@（?00A;A./:6B 46C65/:DCE @F65/:D2C）&
’ 次累加生成有：
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!"!"# 累减生成
将原始数列中前后相邻的两个数据相减，构成新的数列，这种生成为累减生成 !所得的数据为累减生成

值 !记为 $%&’（$()*+,* %--./.012*3 &*(*+124(5 ’6*+1247(）8
!"# 灰色建模
!"#"! 基本定理
对给定时间数列 ｛"（9）#（ $）｝（ # % !，#，⋯，&，$ % !，#，⋯，’），

有相应的一阶累加序列 ｛"（!）#（ $）｝ （ # % !，#，⋯，&，$ % !，#，⋯，’）!

其中 "（!）#（ $）% !
$

( % !
"（9）#（(） （!）

并有相应的多次累差序列

｛!（ )）（"!#，$）｝（ # % !，#，⋯，&，) % !，#，⋯，*，$ % !，#，⋯，’）

其中 当 ) % !时 !（!）（"（!）# ，$）% "（!）#（ $ + !）, "（!）#（ $）% "（9）#（ $）

当 ) % #时 !（#）（"（!）# ，$）% "（9）#（ $）, "（9）#（ $ , !）

当 ) % - 时 !（-）（"（!）# ，$）%!（-,!）（"（!）# ，$）,!（-,!）（"（!）# ，$ , !）

再构造累差矩阵 !、累加矩阵 " 及常数向量 #$：

! %
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若记 & 个序列 - 阶微分方程所表达的动态模型 &<（-，&）为
3-（"（!）! ）

3 $- + .!
3-,!（"（!）! ）

3 $-,! + ⋯ + .-"（!）! % /! "（!）# + /# "（!）: + ⋯ + /-,! "（!）-

则微分方程的系数向量 %& %［.!，.#，⋯.- /!，/#，⋯/-,!］=

可以通过最小二乘法求解 %& ’〔［! "］=［! "］〕(!［! "］= #$ （>）

式中［! "］为由 !，" 组成的分块矩阵 !
!"#"# 建模步骤
!"#"#"! 模型类型选择

&<（-，&）模型为 - 阶 & 个变量的微分方程，常用模型为 &<（!，!），其中 & ? !即只有一个变量的 &<模
型 !这是因为在研究某变量的发展变化时，一般只突出一个变量 !至于阶数 - 一般不超过 :阶，为了计算简
单，可取 - ? !，因此预测建模，一般选用最简单的 &<（!，!）模型 !
!"#"#"# 原始数据处理

根据式（!）求出 "（!）#（ $）% !
$

( % !
"（9）#（(）

!"#"#": 构造 " 和 #$
根据具体模型构造，用式（#）和式（:）构造相应的 " 和 #$

!"#"#"> 作最小二乘计算
这一步是建模的关键一步，由式（>）可知，在 &<（!，!）模型中 %& 的表达式为：
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!" #（$!$）%"$!&’
其中 $ 和 &’ 中的各个分量值随模型的不同而不同 (当然参数列 !" 对不同的模型代表不同的意义，参数

个数也不相同 !
"#$#$#% 建立时间响应函数
建立时间响应函数就是求白化形式微分方程的解 !其方法是将求得的 !" 的各个分量代入所构造的微分

动态模型，然后按一般微分方程进行求解 !对 &’（"，"）模型，其微分方程为
("（"）
( # $ %"（"） & ’

求解得其时间响应函数 !"（"）（ #）&（"（"）（)）( ’
% ）*

( %# $ ’
%

"#$#$#+ 模型精度检验
上述模型只是个初始模型，还不能肯定它就一定能反映序列的客观规律，因此必须要检验模型的合理性，

一般采用残差检验、关联度检验、后验差检验［"］!本文采用的残差检验方法是一种逐点检验方法，以 )（*）记，即
"（)）+（*）(!"（)）+（*）& )（*）

式中：!"（)）+ ———模型计算值还原数据；"（)）+ ———实际值原始数据 !当 )（*）满足精度要求时，则认为模型的精度
是足够的 !
"#$#$#, 提高 &’（"，"）模型精度的途径
提高 &’（"，"）模型精度的途径有很多方法，本文采用新息模型，即将已知数列建立的 &’（"，"）模型所预

测得到的新值补充到已知数列之后，再建立新的 &’（"，"）模型预测下一个值，将结果再补充到数列之后，这
样逐个预测，直至完成预测目标或达到一定精度要求为止 !

! 灰色理论在预测混凝土材料性能参数长期值中的应用
在对混凝土结构进行应力分析、强度分析、稳定性分析和开裂分析时，都必须先确定混凝土材料的一些

参数，如混凝土的弹性模量、强度极限、徐变度等，这些参数都是随时间而变化的，由于这些参数的长期值的

测试比较困难，所以一般都由短期实测值来推算长期值，长期值推算结果的准确与否直接影响整个结构的分

析计算结果 !灰色理论可以对一组数据不多（一般至少应有 -个数据）的数列进行建模，用于推测这个数列的
发展规律，并预测该数列的长期值 !将灰色理论中的新息模型用于混凝土材料参数长期值的预测，从而将材
料性能参数长期值的预测建立在一个较扎实的数学方法上，使计算结果更具有科学性且能够满足工程设计

和计算的需要 !
!"# 灰色理论预测混凝土弹性模量的长期值
混凝土的弹性模量是龄期的函数，而对长龄期（如 ")年）混凝土的弹性模量的测试需要时间很长，往往

不能满足工程设计的需要，为此可采用灰色理论的方法进行 !对万家寨大坝的三种混凝土弹性模量进行了长
期值的预测，根据其 .)(，"/)(，$,)(和 0+)(四种龄期的实验数据，建立了 &’（"，"）新息模型，并在推测中采
用残差检验法对模型加以修正，得到三种混凝土的 ")年龄期的弹性模量见表 "所示，用预测模型计算的 .)
(，"/) (，$,) (和 0+) (四种龄期的弹性模量值与实测值非常接近，说明预测方法的可信度较高，")年龄期的
弹性模量预测值有较高的可信度 !
!"! 灰色理论预测混凝土徐变度的长期值
混凝土的徐变度是龄期和持荷时间的函数，对于同一龄期的混凝土持荷时间越长，徐变度越大，而且趋

于一个稳定的常数，为了能够得到这个稳定值，仍采用灰色理论，建立 &’（"，"）新息模型，同样用残差检验法
对模型加以修正，得到万家寨甲种混凝土各龄期各持荷时间的徐变度 !现将预测模型计算的部分持荷时间的
徐变度与相应的试验徐变度列于表 $中，可以看出计算结果与实验结果的误差的绝对值均小于 "%,，远小
于用目前常用的经验公式的误差［$］，所以预测模型是可靠的 !持荷时间 ")年的徐变度预测值见表 $所示，也
具有较高的可信度 !

$ 结 束 语
用灰色理论的新息模型预测混凝土的弹性模量和徐变度的长期值具有以下优点：（1）计算理论建立在严
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格的数学基础上 !（!）计算程序简单，原始数据只需 "个以上即可，内存需求量少 !（#）灰色理论预测可以得到
任意时刻的参数值，特别是可以得到参数的长期值 !灰色理论预测模型可以广泛应用到混凝土力学性质的推
测中，因为描述混凝土性质的很多物理力学量均是时间的函数，属于一个动态变化系统 !其它动态变化系统
也均可以用灰色理论预测其随时间的变化规律 !

表 ! 万家寨三种混凝土弹性模量实测值与预测值
"#$%& ! ’$(&)*&+ #,+ -)&+./0&+ *#%1&( 23 &%#(0./.04 52+1%1( 23 6 /2,/)&0& 5#0&).#%( 32) 7#,8.#9#. +#5 $%&

混凝土类型
混 凝 土 龄 期

’( ) *+( ) ,-( ) ./( ) *(年

甲
实测值 .01. ./10 ./1’ .-1,
计算值 .(1" ./1+ .+1, .+10 .+1’

乙
实测值 .*1, .,1" ..1, ..1’
计算值 ,-1( ..1( ."1. ."1/ .01*

丙
实测值 .+1. .’1’ "(1( "(1*
计算值 ..1( "(1( "*1" "*1- ",1,

表 : 万家寨甲种混凝土各龄期混凝土徐变度的实测值与预测值
"#$%& : ’$(&)*&+ #,+ -)&+./0&+ *#%1&( 23 /)&&- 23 /2,/)&0& 5#0&).#% ; 32) 7#,8.#9#. +#5 *(2 /$%&

龄期 " ) 持荷时间 "0 ) /( ) -0 ) ’( ) *(0 ) *,( ) *(年

.
实测值 .,1’ ."1. .010 .-1’ .+1, .+1/
计算值 ,’1, ..1’ .-1, .’1/ "*1. ",10 "-1/0
误差 " # 2 (1*. 2 (1(* (1(0 (1(" (1(+ (1(’

-
实测值 ,"1- ,/1( ,/1" ,+1, ,’1* ,’1’
计算值 ,,1/ ,"1. ,-1* ,’1, .(1+ .*1’ .-1’/
误差 " # 2 (1(’ 2 (1(- (1(. (1(. (1(/ (1(/

,+
实测值 *-1* *’1, *’1" ,(1/ ,*1- ,,1*
计算值 *"1+ *-10 *’1+ ,*1. ,,10 ,.10 ,-1+"
误差 " # 2 (1*0 2 (1*( (1(, (1(. (1(" (1(/

’(
实测值 +1* ’10 *(1. *(1. *(1/ **1(
计算值 -1. +1- ’1" *(1. **1( **1/ *"1/-
误差 " # 2 (1** 2 (1(’ 2 (1*( (1(( (1(" (1(0

*+(
实测值 /1’ +1. +1’ ’1* ’1. ’1"
计算值 /1* -1" +1( +1+ ’10 *(1* *.1,/
误差 " # 2 (1*. 2 (1*, 2 (1** 2 (1(. (1(, (1(-

./(
实测值 /1* -1" -1’ +1( +10 +1/
计算值 01. /1" -1. +1( +1/ ’1( **1.+
误差 " # 2 (1*0 2 (1*/ 2 (1(+ (1(( (1(* (1("
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