
收稿日期：!""# !! $%
作者简介：徐福敏（!"&’—），女，天津人，博士，海岸工程专业，主要从事波浪统计特性研究 (

最大信息熵原理在波高分布中的应用

徐福敏

（河海大学港口航道及海岸工程学院，江苏南京 $!))"#）

摘要：简要介绍最大信息熵原理及其概率估计方法，推导出二阶矩意义下的最大熵概率密度分布表

达式 (由最大熵法得到了深水充分发展波波高概率分布及风浪槽试验中不同水深时的波高概率分
布 (以最大熵法得到连云港波高概率分布，并对计算结果进行了验证 (
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热力学第二定律表达为熵增加原理：某一系统经绝热过程由初态至终态，它的熵不减少，熵在可逆绝热

过程中不变，在不可逆绝热过程中增加 (由熵增加原理可作出一个重要推论：孤立系统的熵永不减少 (孤立系
统中发生的任何不可逆过程，包括趋向平衡的过程，都是朝着使系统的熵增加的方向进行的 (若一个孤立系
统达到熵为最大状态，此系统就达到平衡态，利用熵函数的这一性质判定孤立系统是否处于平衡态，称为熵

判据 (

! 最大信息熵原理［!］

信息量是信息论的中心概念 (信息论量度信息的基本出发点是把获得的信息看作用以消除不确定性的
东西 (因此，信息数量的大小，可以用被消除的不确定性的多少来表示，而随机事件不确定性的大小可以用几
率分布函数来描述 (
设一个几率实验 /（随机事件）有 ! 个可能的结局："!，"$，⋯，"!，每一个结局出现的几率分别是 #!，#$，

⋯，#!，并满足如下条件：

)! #$ ! ! （ $ % !，$，⋯，!）

以及 "
!

$ % !
#$ % !

为了量度几率实验 /先验地含有的不确定性，申农引入熵函数 &：

&! % &（#!，#$，⋯，#!）% ’ ("
!

$ % !
#$ 12#$

作为几率实验 / 实验结果不确定性的量度，式中 ( 3 )，为恒量，因此 &!#)，&! 称为信息熵或申农熵

（4562272）(在实验中，如任何一结局几率 #$ 8 !，则其余几率都将为零，那么 &! 8 )，即实验结局可得出决定

性的预测，不存在任何不确定性 (反之，如事先对实验结局一无所知，则只能假定 #$ 都相等（#$ 8
!
!，$ 8 !，$，

⋯，!）时 &! 达到最大值 (很明显，在此极限情形下，实验结局具有最大的不确定性 (
熵增加原理可应用于风浪发展过程 (将风与海洋视为一孤立系统，一定风速场条件下，海浪参数（水深、

风区）不变，历经足够风时后，风浪便达到定常状态，称之为稳定波，即为平衡态 (在此过程中只能是风能转化
为波能和热能，而波能、热能不会转化为风能 (因此，这是一不可逆过程 (熵值在风浪的发生、成长至平衡态过
程中不断增加，直至平衡态，熵值达到最大 (此时风浪在既定的约束条件（风速、水深、风区）下呈现最大自由
度（最复杂、弥散程度最大）(在无限水深情况下，若风区、风时足够大，则海浪理论中“充分发展状态”这一概
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念即无限深开敞海洋中海浪最复杂、弥散程度最大的状态 !

! 最大信息熵概率估计
假设一随机波动信号 !（ "）为各态历经过程，用其一个样本函数计算出各阶矩，然后借助概率统计中的

最大熵方法可以得到一个解析形式的密度函数 "（#），其熵函数 $#可写为

#$ % &!’
(（$）%&［(（$）］’$ （(）

约束条件为

!’
(（$）’$ % ( !’

$)(（$）’$ % *) ) % (，)，⋯，+

式中：*+———第 +阶原点矩；&———所用矩的最高阶数；,———#的取值区间或边界 ,引用拉格朗日乘子!-，!(，

!)，⋯，!&组成目标函数

!’
-［(（$）］’$ % #$ .（!- . (）［!’

(（$）’$ & (］."
+

/ % (
!/［!’

$/(（$）’$ & */］

调整 "（#）使熵达到极大值，即令
’-［(（$）］
’［(（$）］ % -

可得 (（$）% .#/［!- ."
+

/ % (
!/$/］ （)）

式（)）即为最大熵概率密度函数的解析表达式 ,剩下的问题是确定拉格朗日乘子!0，由约束条件及式（)）联立
求得

!- % & %&｛!’
.#/［"

+

/ % (
!/$/］’$｝ （1）

及 #!-

#!/
% &!’

$/.#/［!- ."
+

/ % (
!/$/］’$ % */

可以得到 ( &
!’

$/.#/［"
+

/ % (
!/$/］’$

*/!’
.#/［"

+

/ % (
!/$/］’$

% - （2）

式（1）及（2）为 & 3 (个关于!-，!(，⋯，!&的联立方程组，求解后即得拉格朗日乘子!-，!(，⋯，!& !
取随机变量 4，其概率密度函数为 5（#），则其熵函数为

#$ % &!’
0（$）%&［ 0（$）］’$

当 & 6 )时，其约束条件为

!’
0（$）’$ % ( !’

$0（$）1$ % *( !’
$) 0（$）’$ % *)

其中 ’ $（& 7，7）

解方程可得 !( % &
)!)*) . (

*(
!) % & !(

)*(
.!-%"

.［&!
)
( 2（2!)）］

&!% )
% (

" 二阶矩意义下波高概率分布［!，"］

在二阶矩意义下，根据最大熵原理，可以得到波高概率分布的约束条件为：

#$ 归一化条件：!
7

-
0（ 3

3
）1（ 3

3
）% (；

%$!
7

-
（

3
3
）0（ 3

3
）’（ 3

3
）% (；
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!"!!

"
（

!
!
）# "（ !

!
）$（ !

!
）# $#；

#" "（ !
!
） !
"! # " # " %

熵函数为 & # ’!
!

"
"（ !

!
）%&［ "（ !

!
）］$（ !

!
）

求 & 的极大值，则方程的解为

"（ !
!
）#（ !

!
）(’()［!" )!*（

!
!
）)!#（

!
!
）#］

即 "（ !
!
）# ’()［!" )!*（

!
!
）)!#（

!
!
）# ) ( %&（ !

!
）］

解得波高概率分布为

"（ !
!
）# #**) +

"（* ) +）（
!
!
）#+ )*’()［’ *（ !

!
#
）］ （+）

其中 + # *$# ’ * * #［!（*,+ ) +）
!（* ) +）］

#

式（+）即为三参数!分布的特例（, - #）%

约束条件 .为：!!

"
（

!
!
）# "（!

!
）-（!

!
）#

!#
.$+

!#（其中 !.$+，!分别代表均方根波高、平均波高），亦可写作 $# -

/$" / !#（$"为谱的零阶矩）%对于深水充分发展波，有 $# - 0 /"，解方程得：+ - "，* - ",1/+，$# - *,#10 %则

"（ !
!
）# *,+1（ !

!
）’()［’ ",1/+（ !

!
）#］ （2）

由最大熵法导得深水充分发展波条件下波高概率分布为 345%’678分布，说明了最大熵法在风浪统计性质研
究中的实用价值 %

$ 最大熵法波高分布的试验验证
风浪槽试验的有效风区长度 #"9，水深分别为 ",*:/ 9，",#+ 9，",; 9，",+/+ 9 %在此条件下采用人工风

场，经相应的风时后可得稳定波 %采集波面数据，根据最大熵法按均方根波高和平均波高计算出各水深条件
下的波高概率密度分布［0］，见表 * %为了比较，以!#$%&’()*+波高概率分布公式计算出各! / 0 下的分布［#，;］，

结果见表 *；以三参数!分布 "（ !
!
）- ,** < +

!（* < +）（
!
!
）,（* < +）= *’()［ = *（! /"!）#］计算出各> ? @下的分布，结果见

表 #；用观测结果得到上述波高概率密度分布直方图，三种波高概率分布的比较见图 * %
表 % 试验波高分布

&’()* % +,-*./0*12’) 3’4* 5*/652 #/72./(82/91

序号 0 /"! /$" /"!# 最大熵法结果 !#$%&’()*+公式

* ;,/0+ *,"/2 "（ !
!
）- *:,:2（ !

!
）0,:’()［ = #,1*20（ !

!
）#］ "（ !

!
）- *,:#;（ !

!
）*,1";’()［ = ",1**（ !

!
）#,1";］

# 2,0*" *,*"0+ "（ !
!
）- *;,2:（ !

!
）0,#/’()［ = #,0（ !

!
）#］ "（ !

!
）- *,1+#（ !

!
）*,;1’()［ = ",1;:（ !

!
）#,;1］

; 1,1+# *,*#*1 "（ !
!
）- 1,:（ !

!
）;,;/’()［ = *,:+#0（ !

!
）#］ "（ !

!
）- *,1*+（ !

!
）*,#:2’()［ = ",101（ !

!
）#,#:］

0 *",22" *,##* "（ !
!
）- #,*//（ !

!
）*,00’()［ = ",:::#（ !

!
）#］ "（ !

!
）- *,21*（ !

!
）*,#"/’()［ = ",1+1（ !

!
）#,#"/］

表 : 试验波高三参数!分布
&’()* : &5.** -’.’0*2*.!#/72./(82/91

9; *,-*./0*12’) 3’4* 5*/652

序号 0 / ! * , +

* ;,/0+ ",/:*2 ;,20:2 ",#*+2
# 2,0*" ",;#:# 0,0#:# = ",;2/"
; 1,1+# *,*00# #,/#:" ",0;11
0 *",22" ",##:2 0,#22" = ",0:*1

图 *表明，随水深变浅，波高概率密度分布逐渐向平均
波高处集中，三种分布都反映了这一趋势 A但!#$%&’()*+
波高概率分布与直方图差异大，随! / 0 的变小，差异愈加
明显，反映在峰波高处，概率密度值低于试验结果，而在较

小及较大波高处则明显高于试验结果 A最大熵法得到的不
同水深波高概率密度分布及三参数!分布都与直方图分
布吻合较好 A采用最小二乘法对三种分布与直方图的拟合
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优劣进行比较，对四种不同水深时的检验结果见表 ! "由 !#检验结果可以看出，最大熵分布及三参数!分布
与直方图拟合均很好，而!"#$%&’()*分布与直方图差异很大 "由于三参数!分布是直接根据试验数据进行
拟合的试验分布，所以充分证明最大熵分布在描述波高分布时的适用性 "

图 ! 三种方法拟合波高概率分布及其直方图
"#$%! &’()*+#,’- ./01//- 02+// 1*3/ 2/#$20 )+’.*.#4#05 6#,0+#.70#’-, *-6 02/ 2#,0’$+*(

表 8 最小二乘法检验（!9检验）

:*.4/ 8 ;/*,0 ,<7*+/ (/02’6（!9(/02’6）

序号 ! " # 最大熵分布 三参数!分布 +"#$%&’()*分布

$ !%&’( )%$$!# )%$$#* )%+#’’
# +%’$) )%),!$ )%)&,, )%(!!#
! ,%,(# )%)&)! )%)&!! )%’,+,
’ $)%++) )%$!#’ )%$#(+ )%$!!#

= 最大熵法分析连云港波高分布
连云港是我国十大海港之一，为建港的需要，曾在 !’$(#%’&&-，$$*$’#%#’&.处投放“波浪骑士”测波仪，进

行波浪的连续观测 ’测点平均水深约为 $*/，观测时间自 $*,*年 $月 $日至 (月 +日，$*,*年 $$月 $(日至
$*&)年 $月 #&日，每天记录四次（时间分别为 # 0))，& 0))，$’ 0))和 #) 0))），每次记录 ’)/12波面过程线 ’河海
大学葛明达对其波高的统计特性进行了研究，选取样本 $!#个，样本长度约 #)/12，平均波高#大于 () 3/，相
对水深参数# " ! 4 )%)! 5 )%$$（! 为水深）’获得如下波高概率分布：

(（ #
#
）) $%,$#（ #

#
）$%#(678［* )%,+$（ #

#
）#%#(］

波高分组统计特征值见表 ’，#+,- " #的统计平均值为 $%$$，主要变化范围：$%)& 5 $%$#，占 &*.，##
+,- " ##

4 $%#!#$ ’
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表 ! !"#$ % !与! % &的关系

"#$%& ! ’&%#()*+,-). $&(/&&+ !"#$ % ! #+0 ! % &

! " # !"!# !"!$ !"!% !"!& !"!’ !"!( !"!) !"*! !"**

!$%& " ! *"!(% *"!)* *"*++ *"!)$ *"!)’ *"*!! *"**+ *"*!( *"*!+

图 1 波高概率密度曲线
2)341 5#6& -&)3-( .7*$#$)%)(8 0&+,)(8 9:76&

用最大熵法求得连云港波高概率密度分布为

’（ !
!
）( +"!++*（ !

!
）*"##+,-.［) !")$&#%（ !

!
）+］

用最大熵法得到的结果与葛明达根据实测资料统计得到的分布和直

方图的比较见图 + /由图可见，最大熵法得到的波高分布与实测直方
图吻合很好 /

; 小 结

最大信息熵原理应用于波高的统计性质研究，导出了深水充分发

展波波高概率分布，根据均方根波高和平均波高推导出相应的波高概

率分布表达式 /
用最大信息熵原理推求波高概率分布时，对风浪的风速、水深、风

区等并无严格限制 /风浪槽试验结果和连云港实测资料的验证分析表
明：最大熵法推导出的不同水深波高概率分布与实际资料很吻合，和

拟合试验分布的三参数!分布很接近 /而!"#$%&’()*分布与试验分
布有很大差异，前者在平均波高处密度值偏低，而在较小或较大波高处密度值偏高，且这种趋势随水深的变

浅而增强 /
根据最大熵法求波高分布时，只计及波高二阶矩，而波高高阶矩未计及，若要建立更细致准确的波高分

布，需计入更高阶矩 /
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