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摘要：针对地下工程的反分析问题，对岩体采用了弹、塑、粘性模型和考虑了随深度变化的地应力

场 !为了克服反分析问题的不适定性，又采用两个目标函数进行两步反演 !第一步为避免量测的滞
后损失，以施工阶段的增量位移为依据，采用弹性模型，反演分析 $个随深度变化的初始地应力分
量和弹性模量；第二步运用灰色理论，从监测得出的实际位移值求出“最终位移”值；以此位移值为

依据，以第一次得出的初始地应力场和弹性模量 " 为初值，采用弹塑性模型，进一步反演分析 $个
初始地应力分量和弹塑性材料参数 "，#，!等，并将得出的数值作为最终反演结果 !
关键词：反分析；地下工程；弹塑性
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在工程反分析问题中，如何建立模型和避免反分析问题的不适定性（不唯一、不稳定、不收敛）是其中的

关键问题 !
本文对岩体采用了弹、塑、粘性模型作为反演的计算模型 !对弹塑性性质，用弹性模量 "、泊松系数"、凝

聚力 # 和内摩擦角!表示 !对粘性性质，考虑到当 $!/时材料的弹塑粘性均反映入最终位移中，因此，本文
运用灰色系统理论，根据实际量测过程的各位移值，预测“最终位移值”，其中包含了材料的粘性性质 !再以此
“最终位移值”作为反演的依据 !对地应力场，采用 $个随深度变化的地应力分量来表示 !这种表达可以较好
地反映岩体中地应力场的分布情况，并作为反演分析的目标 !
为了克服反分析问题的不适定性，本文提出了以下的两个目标函数和两步反演的方法 !
第一步，为避免实测位移中的滞后损失，以施工阶段的增量位移为依据，采用弹性模型，应用最小二乘法

反演 $个随深度变化的地应力分量和岩体弹性模量 " !
第二步，运用灰色理论，从监测得出的实际量测位移随时间变化的数值，求出“最终位移值”!并以此位移

值为依据，再次应用最小二乘法，以第一步反演得出的 $个地应力分量与弹性模量 " 作为初值，采用弹塑性
模型进一步反演 $个初始地应力分量和弹塑性材料参数 "，#，!等，从而得出最后的反演结果 !

! 位移预测原理
为了从施工阶段监测得出的各位移值来预测“最终位移值”，本文采用以下的灰色预测模型 !

!"! #$（!，!）预测模型
令 %（#）为 & 元位移序列

%（#） ’（%（#）（!），⋯，%（#）（&））

式中：&———所取时距样本；%（#）（ (）———同一测点、不同时间 ( 所获取的一系列实测位移值 !
令 %（!）为 %（#）的累加生成：

%（!）（ )） ’ "
)

( ’ !
%（#）（ (）

则 %（!） ’（%（!）（!），⋯，%（!）（&））

令 *（!）（ )） ’ #’.%（!）（ )）+ #’.%（!）（ ),!）
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式中：!（!）（ "）———均值生成 #
! 为微分方程 $（"）（ "）# %!（!）（ "）$ & 的系数向量，通过最小二乘法求解：

! ’（"%"）(%"%#$ ’［%，&］%

上述方程称为灰微分方程［!］，相关的符号意义为

" ’
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在求出参数 %，& 后，%，& 构成下列白化方程：
($（!）
( * + %$（!） ’ &

则以 ! 的数据为模型计算值的条件下，)*（!，!）白化方程的解为

,（!）（ "+!） ’（$（"）（!）(
&
% ）+

( %" + &
%

还原值 ,"
（ "+!） ’ ,（!）（ "+!）( ,（!）（ "）

!"# 模型的修正
)*（!，!）预测模型是指数模型 #照此模型求出的参数 % , "，& - "，所以 )*（!，!）模型是增长的指数模

型，具有无限增长的特性 #作为能量系统，不可能出现这种现象，这表明 )*（!，!）作为短期预测是合适的；作
为中期预测可以参考；作为长期预测可靠性明显削弱 #
消除 )*（!，!）无限增长的措施是采用 .+/01234修正模型，使之对地下工程开挖时的位移预测更为合理，即

($（!）
( * ’ &（$（!））& ( %$（!）

或者 (!
$
（!）
（ *）

$
（!）
（ *"）

($（!）（ *）

%$（!）（ *）( &（$（!）（ *））
& ’!

*

*"
( * ’ * ( *"

其中 % , "，& - " #化简后，得

$（!）（ *） ’
( %$（!）（ *"）

&$（!）（ *"）+（% ( &$（!）（ *"）
）+%（ * ( *"）

图 ! 实测和预测位移的对比
$%&"! ’()*+,%-(. (/ )0+-1,02 +.2 *,02%3402 2%-*5+30)0.4-

这表明 $（!）（ *）是一条有饱和值的曲线，具有 5形特征，称为 5型曲线，其饱和值（极限值）为 6 % - & #
根据 )*（!，!）理论及 .+/01234的修正模型，可以预测地下工程某一监测点不同时段、不同开挖顺序的位

移，进而预测成洞后 *"7时的稳定位移，即

289
*"7

$（!）* ’ $（!）7 ’ ( %
&

根据同济大学曾在百溪隧道中应用

单点位移计量测围岩的相对位移量，及

其随时间的变化数值，笔者按上述方法

预测的“最终位移”结果如图 ! 所示 #由
图可见，根据上述修正模型预测“最终位

移”是可行的，且较符合实际位移的变化

规律 #

# 地下工程反分析原理

#"! 初始地应力场的提出［#］

若岩体中某一点的埋置深度为 .，上
覆岩层的容重为!，假定该点的各地应力
分量与!. 之间存在如下的比例关系：
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!
!

" #"
!
!$

其中 !
!

" #［"%，"&，"’，#%&，#&’，#’%］
!

"
!
#［$"，$#，$$，$%，$&，$’］

!

式中$( 为各比例参数 )这样，反演 ’个初始地应力分量实际上就变成了反演 ’个比例参数的问题 )
!"! 第一目标函数反分析
为使位移计布置前所损失的部分弹性位移不影响反演结果，我们把测点布置好以后的开挖过程中，在该

测点观测到的增量位移作为反演的依据 )这样，不但清除了人为的主观因素，而且保证了反演的可靠性 )但测
点只有在某一级开挖以后才能布置上去，所以实际的分析过程要分两级开挖进行计算 )第二次开挖引起的测
点增量位移才是与计算位移进行拟合的对象 )由于分步开挖没有考虑材料的粘性，所以此结论在一定程度上
有相应的误差 )为此，我们暂不考虑对反演计算较敏感的参数 * 和%，而首先把初始地应力分量"%，"&，"’，

#%&，#&’，#’%及 + 作为第一步反演的目标，相应的目标函数建立如下：

,"（!
!
!）#"

-

( # "
［%!(（%

!
!）. /!( ］#

其中 !
!
! #［$!" ，$!# ，$!$ ，$!% ，$!& ，$!’ ，+］!

式中：%!(（%
(
!）———第 ( 个观测点二次开挖的计算增量位移；/!( ———第 ( 个观测点的实测位移；-———观测点

的总数，如果 !
(
!中反演的元素有 0 个（此时 0 ) *），则要求 -#0 )

!"# 第二目标函数反分析
上述目标函数并没有考虑岩石的粘性，且没有反演 *，%)为充分反映其粘性，我们取由灰色理论预测得

出的“最终位移”值（其中包含了粘性的影响）作为依据，并以第一步反演得出的弹性模量 + 和 ’个地应力分
量的系数$!" ，$!# ，$!$ ，$!% ，$!& ，$!’ 作为初值，建立第二个目标函数如下：

,#（!
!
）# "

-

( # "
［1(（%

!
）. /(］#

其中 !
!
#［$"，$#，$$，$%，$&，$’，+，*，%］

!

式中：1(（%
(
）———第 ( 个点计算总位移；/(———第 ( 个观测点由灰色理论预测的最终稳定位移；-———观测点

的总数 )同理 -#0，其中 0 为 !
(
中反演的元素数目，这里 0 ) + )

从第二个目标函数可以反演出最后的结果，即 ’个地应力分量的系数$"，$#，$$，$%，$&，$’，岩体的弹性

模量 +，凝聚力 * 和内摩擦角%)

图 ! 实测位移值
$%&’! ()*+),-). .%+/0*,)1)23+

# 计 算 实 例

#"4 工程结构概况
十三陵抽水蓄能电站位于北京市十三陵风景区，装机容量 ,-万 ./，年发电量 "#亿 ./·0 )电站地下厂

房附近围岩包含了两个主要断层 1$-和 1#-，上覆岩层厚度在 #-- ( $-- 2之间 )本
文所取区域仅考虑对其影响较大的1#-断层，断层厚度在 -3$ ( "3&2之间 )
#"! 相关的材料参数及实测位移值

*’ 工程区域已获得的实测参数有：+ ) "3& 4 "-% ( #3- 4 "-% 567，& ) -3#&，
* ) "3-567，% ) %&2，!) #3* 8 9 2$，容许抗拉应力［"］) "3&567 )这些参数具有一
定的表征性，可供参考 )

5’ 1#-断层的材料参数：+ ) #-- ( &--567，& ) -3#&，* ) -3--&567，% ) ",2，

!) #3- 8 9 2$，［"］) - )
,’ 实测位移值（图 #）)

#"# 有限元反演分析
本文主要以一个断面为计算反演域，所选取的地下工程反演域共剖分为
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!"#个单元，其中岩体单元 ##$个，断层单元 %%个，开挖单元 $&个 !
主厂房拱顶部分单元剖分如图 ’，单元地应力反演结果如表 % !

图 ! 厂房顶部的单元剖分
"#$%! &’( ()(*(+,- ./ /01,.23 45#)6#+$ ,.7

表 8 地应力的反演值
&04)( 8 9+6(2$2.5+6 -,2(--(- ./ 401: 0+0)3-#-

单元号 !" !# !$ ""# "#$ "$"

"$( ) !*’!+$ ) (*&%$$ ) &*!(+& ) &*%##$ , %( ) # ) &*%##$ , %( ) # (*(&""
"$% ) !*#&-& ) (*&’"! ) &*$&$" ) &*’(’( , %( ) # ) &*’(’( , %( ) # (*(&’-
"$" ) !*!!-% ) (*&#’% ) &*&-&# ) &*#(-- , %( ) # ) &*#(-- , %( ) # (*(&#-
"$’ ) !*$%&$ ) (*&!%% ) &*-&(- ) &*#--% , %( ) # ) &*#--% , %( ) # (*(&!$
"$# ) !*%#%" ) (*$-&# ) &*"(’’ ) $*-!’% , %( ) # ) $*-!’% , %( ) # (*($+"
"$! ) !*"$(’ ) (*&(’’ ) &*’&(" ) &*(%%+ , %( ) # ) &*(%%+ , %( ) # (*(&(-
"$$ ) !*’((( ) (*&(-$ ) &*#"-! ) &*($#- , %( ) # ) &*($#- , %( ) # (*(&%#
"$& ) !*’&+# ) (*&%+" ) &*!’&( ) &*%&($ , %( ) # ) &*%&($ , %( ) # (*(&"#
"$- ) #*+#"& ) (*$$(- ) $*+"!" ) $*!--! , %( ) # ) $*!--! , %( ) # (*($$!
"$+ ) !*($%- ) (*$&$- ) &*(+"% ) $*&#&’ , %( ) # ) $*&#&’ , %( ) # (*($-"
"&( ) !*%"%# ) (*$-#& ) &*%&!$ ) $*-"$& , %( ) # ) $*-"$& , %( ) # (*($+(
"&% ) !*%$%% ) (*$+(( ) &*"’%" ) $*-&+$ , %( ) # ) $*-&+$ , %( ) # (*($+!
"&" ) #*&$#% ) (*$’&( ) $*$&!! ) $*’!%( , %( ) # ) $*’!%( , %( ) # (*($#%
"&’ ) #*-$’’ ) (*$!(" ) $*-%’- ) $*#-"! , %( ) # ) $*#-"! , %( ) # (*($!!
"&# ) #*+-"# ) (*$$$% ) $*+-(# ) $*$#%( , %( ) # ) $*$#%( , %( ) # (*($&%
"&! ) !*(#"( ) (*$&#% ) &*($#’ ) $*&"(+ , %( ) # ) $*&"(+ , %( ) # (*($&+

图 ; !的反演过程
"#$%; <01: 0+0)3-#- ./ !

由表 %可以看出，垂直地应力!$ 相当于#% 的

%*(!%%倍，这是符合工程的具体实测资料所反应
的 !!" 与#% 的比值为 (*&!( "，这和侧压系数$的
值较为吻合 !
综合 $个初始地应力分量的主应力!%，!"，!’，

在主厂房拱顶上部与实测主应力误差较小 !以 "&!
单元为例，计算值!’ . ) &*(! /01，实测值为!’ .
) -*’+/01，误差为 %+2，较为符合工程要求 !
由于篇幅关系，以下列出反演结果中较有代表

性的参数 &，’，%进行讨论，反演过程如图 #，!，$ !
弹性模量 & 是最重要的参数值 !由图 #，& 的

反演过程较为平稳，逼近效果较好，反演最终值为

"*"’## , %(# /01 !
由图 !看出，凝聚力 ’ 的反演过程稳定性较欠

缺 !其主要原因之一是 ’ 对 & 的变化较为敏感，且
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两者数量级的悬殊 ，在一定程度上干扰了 ! 的稳定性；二是断层在反演过程中对 ! 的影响较大 "由于 ! 的
数量级较小，为了使反演过程收敛，本文在迭代前根据实际情况先预估 ! 的上、下限，使之在迭代过程中始
终被控制在预估的上、下限范围之内，以便经过相当轮次的迭代过程，能找出合理的计算值 "具体迭代过程如
图 !所示 "
由图 "可见，内摩擦角!的反演值与实测值有一定误差，部分原因是 ! 的相对不稳定性所导致 "本文采

用与 ! 同样的方法控制其收敛性 "

图 ! !的反演过程
"#$%! &’() ’*’+,-#- ./!图 0 !的反演过程

"#$%0 &’() ’*’+,-#- ./ !

1 结 论

’% 本文对地下工程反分析问题采用了弹、塑、粘性模型和 "个随深度变化的地应力分量表达式，较好地
模似了地下工程结构的特性 "

2% 采用本文提出的两个目标函数和两步反演的方法，可以较好地避免反分析问题中的不适定性 "因此，
本文方法可供解决实际工程反分析问题时参考和应用 "
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