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厚、薄板稳定分析的干扰能量法

邵国建，卓家寿

（河海大学土木工程学院，江苏南京 $!%%"#）

摘要：采用由 )*+,*-*+板理论建立的四结点通用板单元，提出了利用干扰能量法确定板失稳时的临
界载荷，建立了板失稳的能量准则 (算例结果表明本文方法的合理性和通用性 (
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物体的平衡可能是稳定的、不稳定的或者是随遇的 (为判别稳定性，由 4*5*67-89和 :8-;*+所提出的经典
定义认为［!］：如由任一种瞬间的扰动作用所造成的物体附加位移，在扰动本身任意小时，其幅度总可以任意

小，则物体处于稳定状态；反之，若任意小的某一扰动会导致有限幅度变化，则为不稳定的 (显然，要论证某一
平衡位形是稳定的，必须考察所有可能的偏离，只有当它们均能回复到原位时才能作出该平衡位形是稳定的

结论，而要证明某一平衡位形是不稳定的或临界的，则只要有一种偏离使其不能恢复原位或在新位形保证平

衡，就可肯定地作出结论———它是不稳定的或临界的 (针对这些问题，本文采用由 )*+,*-*+板理论建立的四
结点通用板单元，从防止剪切闭锁的机理出发，板挠度采用分级插值，转角采用双线性插值，强加剪应变采用

双线性插值，此种单元经文献［$］中应用表明能适用于厚、薄板弯曲问题分析 (在板的稳定分析时，从能量观
点出发，用具有待定系数的振型叠加法确定最不利干扰位移，求出相应的最小干扰能量值，由干扰能量准则

来确定板失稳时的临界载荷 (

! 基于"#$%#&#$板理论的四结点通用板单元

!’! "#$%#&#$板理论的势能泛函
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式中：’———板的挠度；#*，#%———法向和切向转角；"!———弯曲弹性矩阵；"%———剪切弹性矩阵；!———板之
曲率；!———剪切应变 ,
!’( 四结点通用板单元的位移插值和剪应变插值
坐标采用双线性插值，为
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位移插值考虑转角的影响，采用分级插值，取为
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而
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脚标用 &’()(*+表述为 ( , !，"，#，$；" , -’./（ (，$）0 !；# , ( 1 ! 0 2+)（! ) (）*
剪应变采用双线性插值，为
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式中：#/0
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-(———四边形四个角结点上的剪应变值，而上标 /0 表示它们的值直接由 -5675856板理论求得，可
表示成
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上标（ (）表示在第 ( 结点取值 *

! 判别弹性系统平衡稳定性的能量准则与干扰能量法

:;<=;6<>体系下的势能泛函可表示为
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式中：7———体系的势能；8———外力所作的功 *
根据 .5=5@A8>B定理，物体在平衡位形上的势能%具有极小值或极大值，若%为极小值，该平衡位形是稳

定的，其数学表达式为(% , 3，("% C 3；若%为极大值，则该平衡是不稳定的，其数学表达式为("% D 3；当

("% , 3，表明物体在微小偏离前后势能不变，平衡是随遇的 *
在数值分析时，("%值可用考察体受扰动后势能的增量!%来表示，若设基本平衡位形的位移 53( 和干

扰位移(5(，这样，对扰动前后势能增量!%，基于台劳级数展开为
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式中：%（ 53(）———考察体在原有平衡位置的总势能；%（ 53( 0(5(）———考察体受到干扰位移(5( 后的总势能；

!%———相对于干扰位移(5( 引起的干扰能量 *
由于扰动前的总势能具有驻值，即(% , 3，故近似有
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显而易见，用!%值与("%值一样可以判断考察体的稳定与否，而!%值可以通过数值计算方法得到 *
在初始稳定性问题中，原先的平衡位置是处于小变形状态，经扰动失稳后应当考虑转角的影响，即应计

入非线性效应 *当分析初始稳定问题（求最小临界载荷）时，基于它相应小转角小应变及应变与转角同阶的平
衡位形转变为小转角小应变及应变与转角平方项同阶的临界状态，经由文献［#］推导干扰能量的计算公式可
表示为
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对于整个系统，由虚功原理有
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这样，系统的干扰能量计算公式为
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式中：!#———板单元刚度矩阵；!#"———板单元几何刚度矩阵 %

! 板单元的刚度矩阵和几何刚度矩阵

!"# 单元刚度矩阵
将式（$）%（&）代入泛函公式（!）就可建立 !" ’ !"阶的板单元刚度矩阵，对应每一子块可写为
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式中：!((&’———弯曲项；!()&’———剪切项；"(&，")&———弯曲应变矩阵和剪切应变矩阵；上标（ ’）在第 ’ 结点取值 %
!"$ 单元几何刚度矩阵
在 ./0 123420假设下，略去薄膜应变分量的平方项和薄膜应变分量与转角的乘积项后，经由文献［$］推

导，对单元几何刚度矩阵中每一小块可写成
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式（!5）中第二项与剪切应变有关的几何刚度矩阵，在薄板问题中可略去，可是对厚板有影响，应计入
此项［*］%

% 最不利干扰位移的确定
干扰能量法的实施，首先要寻找最不利干扰位移 % 最不利干扰位移应使干扰能量!!出现极值，即要

求#（!!）
#（&.&）

! -；其次，干扰位移是微小的，且必须满足位移协调条件的可能位移 % 基于此观点，干扰位

移可由带有待定系数的振型函数叠加得到 % 单元结点的干扰位移可取下式所示：
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式中：&-
(———单元结点干扰位移的初始设定项，它只需满足协调条件；!&

(———第 & 阶振型单元结点的振
幅；’&———不依赖于坐标的待定常数 % 因最不利干扰位移是使干扰能量值为最小的干扰位移，这样，由式
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可得到一组关于求解!! 的线性方程组，求得!! 后再代回到式（!"）便可得到最不利干扰位移 " 计算实践
表示，前几阶低频振型是主要项，式（!"）中一般取 # $ %阶振型计算即可 "
当然，确定最不利干扰位移的其它途径也是可能的，尤其对板类结构的屈曲问题，例如，可假设结构

具有某种类型的初缺陷，而那种在结构变形过程中增长最快的缺陷模态将对应于相应的本征模态（即分叉

状态）［&］"

! 数 值 算 例

!"# 矩形板的纵向屈曲

图 $ 加肋方板
%&’($ )*+,-. /0,1. ,22.2 13 4.,5

图 # 矩阵方板
%&’(# )*+,-. /0,1.

图 !所示的方板，板面尺寸 # ’ # ( !)*
’ !)*，弹性模量 $ ( !* +,*，泊松比" ( *)#，
质量密度# ( !)*，临界屈曲因子 %& ’
#,$&()
!,*
，其中 * ’ $)#

!,（! +"
,）
，) 为板的厚

度 "由于对称，取! , -板来进行分析 "采用本文
方法，对不同厚度方板在不同约束、不同载

荷及不同网格情况下计算的干扰能量值和

相应求得的屈曲因子分别列于表 ! $ , "

!"$ 加肋矩形板的屈曲
图 ,所示的加肋矩形方板，两对边简支受均布压力$-，一边夹支，加肋边自由，弹性模量 $ ( !*+,*，泊松

比"( *)#，方板边长 # ( !)*，厚度 ) ( *)*!，$. ,（#*）( *)&，/ ,（#)）( *)*&#%，/ 为加肋横截面面积，临界应
力$-&( ( %&!,* ,（#,)），其中 %& 为屈曲因子，本文分 - ’ -，. ’ .网格分析，计算结果列于表 # "

表 # 四边简支方板单向受压计算成果
6,40. # )&5/07 8+//3-1.2 8*+,-. /0,1. 8+49.:1.2 13 +;&,<&,0 :35/-.88&3;

厚度 网格
干扰能量值 屈曲因子 %&

$- ( *)*#& $- ( *)*#+ $- ( *)*- 级数解［%］ 本文解 薄板理论解［"］

) ( *)*!
, ’ , *),&!! ’ !* / " / *)%.,& ’ !* / " / *).&#. ’ !* / " -)* #)"-, -)*
- ’ - *).%", ’ !* / " / *)%&#- ’ !* / . / *)#&*. ’ !* / " -)* #)+## -)*
. ’ . *)!*,. ’ !* / & *)+&-& ’ !* / . / *),!-* ’ !* / "

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
-)* #)+.# -)*

厚度 网格
干扰能量值 屈曲因子 %&

$- ( +*)* $- ( +%)* $- ( !**)* 级数解［%］ 本文解 薄板理论解［"］

) ( *)*%
, ’ , *)!--& ’ !* / , / *)%"+" ’ !* / , / *)!#*- ’ !* / ! #)+-- #)&.. -)*
- ’ - *).&-# ’ !* / , *)"+"# ’ !* / # / *)"*-+ ’ !* / , #)+-- #)."! -)*
. ’ . *)!*"! ’ !* / ! *),"*+ ’ !* / , / *)%,+, ’ !* / ,

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
#)+-- #)+!+ -)*

厚度 网格
干扰能量值 屈曲因子 %&

$- ( #-*)* $- ( #"*)* $- ( -**)* 级数解［%］ 本文解 薄板理论解［"］

) ( *)!
, ’ , *),.&# ’ !* / ! / *)&&!# ’ !* / ! / *)!&*+ #)".& #)%#" -)*
- ’ - *).%#* ’ !* / ! / *)!"-" ’ !* / ! / *)!,*, #)".& #)&+" -)*
. ’ . *)!*!% / *)#,+& ’ !* / ,

!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!!
/ *)!*.! #)".& #)"#+ -)*

厚度 网格
干扰能量值 屈曲因子 %&

$- ( !,**)* $- ( !,%*)* $- ( !#**)* 级数解［%］ 本文解 薄板理论解［"］

) ( *),
, ’ , *)!+## ’ !* / ! / *)-!!- / *).-,! #),&#- #)*-% -)*
- ’ - *)#+,* / *)"&## ’ !* / ! / *)%--" #),&#- #)!-& -)*
. ’ . *)-++" *),!%# ’ !* / ! / *)-%&" #),&#- #)!", -)*
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表 ! 四边夹支方板单向受压计算成果（厚度 ! " #$#%）
&’()* ! +)’,-*. /0--123*. /40’2* -)’3* /0(5*63*. 31 078’98’) 61,-2*//817 ’7. (8’98’) 61,-2*//817（! " #$#%）

网格

单向受压 双向受压

干扰能量值 屈曲因子 !" 干扰能量值 屈曲因子 !"

!# ! "#$%$ !# ! "&$%$ 本文解 薄板理论解［&］ !# !!$ ! ’$%$ !# !!$ ! ’’%$ 本文解 薄板理论解［&］

# ( # $%)*&* ( ’$ + # + $%),,# ( ’$ + # ,%#"& ,%"’, $%’-’, ( ’$ + " + $%*--- ( ’$ + # ’$%.&" ’$%$&
. ( . $%’$** ( ’$ + , + $%#.$, ( ’$ + # ,%".& ,%"’, $%’,,. ( ’$ + # + $%)-&’ ( ’$ + # ’$%#.$ ’$%$&

表 : 加肋方板单向受压计算成果
&’()* : ;40’2* -)’3* ’..*. 31 (*’, /0(5*63*. 31 078’98’) 61,-2*//817

网格
干扰能量值 屈曲因子

!# ! )%* !# ! )%. 解析解［.］ 本文解 误差

# ( # $%’$"). ( ’$ + " + $%’-,"* ( ’$ + " )%.’, )%&$# + "%-#%
. ( . $%’-#$& ( ’$ + " + $%&$.-" ( ’$ + # )%.’, )%&." + ’%’#%

< 结 语

采用文中的通用板单元，基于能量观点提出的干扰能量法求解板失稳时的临界载荷，从算例结果可看

出：用于薄板情况，本文结果与薄板理论解很接近；用于厚板情况，结果与厚板理论解很接近 /由此表明本文
方法对厚、薄板失稳分析均实用，并且计算结果稳定，具有较高的精度和较快的收敛性，说明本文方法的合理

性和通用性 /
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