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模拟夹层的大变形有限元等厚节理单元模型

曹文贵，速宝玉

（河海大学水利水电工程学院，江苏南京 $!(("#）

摘要：利用大变形有限元基本理论，提出了模拟夹层的大变形有限元等厚节理单元模型，并推导了

其相关的大变形有限元计算公式，解决了夹层的大变形有限元模拟计算问题 ’
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,-.-/01234［!］提出的模拟夹层的等厚节理单元模型对于小变形有限元模拟含充填物不连续结构面的变
形计算起了关键作用，但是，还存在两个方面的问题 ’首先，要把它用于大变形有限元模拟计算还存在计算方
法上的问题，这给节理单元大变形有限元分析形成了障碍；其次，从 ,-.-/01234建立的等厚节理单元模型可
以看出：等厚节理单元应变中一个分量仅与节理单元中的两个节点位移有关，这显然是不合理的，单元应变

应该与单元四个节点的位移都相关 ’本文从夹层的变形特点出发，建立模拟夹层变形力学机理的大变形有限
元等厚节理单元模型，成功地解决了这两个方面的问题 ’

! 单元应变与节点位移关系的建立
如图 !所示，设在局部坐标系 !"# 下单元应变表示为!5［!!!，!##，!!#］

6，单元节点位移"! 5［$!，%!，$$，%$，

$&，%&，$*，%*］6，,-.-/01234［!］建立的模拟夹层的等厚节理单元模型的应变与节点位移的关系可表述如下：
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由此可以看出：!!!只与节点 !和 $的 ! 方向位移相关，这显然是不合理的，单元应变应该与单元所有节点的
位移相关，为此，将根据夹层变形特点建立模拟夹层变形机理的等厚节理单元的应变与节点位移的关系 +
等厚节理单元有一个明显的特点就是长和宽相差很大，而且，宽的实际尺寸也很小，这样，可以认为沿 #

的方向的应变为一常量，并设位移沿 ! 方向线性变化，则单元沿 ! 方向的正应变可以用下式计算：
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式中：, 5 !
$’，’ 为单元长度 +! 7 $及 * 7 &边上任意一点 # 方向位移分别为
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图 ! 等厚节理单元计算
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式中 ’ 为单元厚度 +! % "和 $ % #边上任意一点 ( 方向位移
分别为
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则由式（!）（"）和（#）可得
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式中 # 为几何矩阵 +这样，等厚节理单元应变与位移之间的关系就建立起来了，从上式可以看出：单元应变
与单元 $个节点的位移都相关，这是合理的 +

7 等厚节理单元大变形有限元分析的方法
对于大变形增量问题，采用不同参考坐标系建立的有限元基本方程是不同的，主要方法有欧拉列式法、

全拉格朗日列式法及修正的拉格朗日列式法 +这里仅介绍利用修正的拉格朗日列式法建立的大变形有限元
基本方程 +大变形增量问题有限元基本方程可表述为［"，#］

（$) * $0）!! " !% （’）
式中：$0——— ! 时刻几何刚度矩阵，它表示 ! 时刻真实应力"在!! 时间间隔内由于变形产生的对结构刚度
的影响；$)——— ! 时刻常规有限元刚度矩阵；!!———节点位移增量矩阵；!%———节点载荷增量矩阵 + 由此可
以看出：利用等厚节理单元模型对夹层进行大变形有限元分析的关键在于解决 $) 及$0 的计算方法 +
根据一般有限元基本理论［"，#］，由式（$）可以很容易得到形函数 0& 对 ( 或 ! 的导数
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于是，等厚节理单元大变形有限元分析的有关计算公式可表述如下：

$) ""!1
#*&#+# " ’"

)

&
#*&#+ (

$0 ""!1
（’

2
* (

2
’
2
% " #

2
* (

2
#
2
）+# " ’"

)

&
（’

2
* (

2
’
2
% " #

2
* (

2
#
2
）+ (

)"第 ",卷第 #期 曹文贵等 模拟夹层的大变形有限元等厚节理单元模型



! !

" # ! # ! # ! " # !

! "
$"
% ! "

$#
% !

$#
% !

$"
%

"
$"
% " # "

$#
% #

$#
% #

$"
% "











#

!
"
#

" # ! # ! # ! " # !

"
$"
#% " #

# "
$#
#%

#
#

$#
#%

#
#

$"
#% " #

#

"
$"
#% " #

# "
$#
#%

#
#

$#
#%

#
#

$"
#% " #

#

! "
$"
% ! "

$#
% !

$#
% !

$"

















%

$
"
#

" # ! # ! # ! " # !

"
$"
% ! "

$#
% !

$#
% !

$"
% !

! " # ! # ! # ! " #

! "
$"
% ! "

$#
% !

$#
% !

$"















%

!& 为柯西应力张量 ’ 求解大变形有限元基本方程式（$）可得节点位移增量!% ’由单元节点位移进行插值，得
到单元内任意一点位移增量
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由此并注意到式（&）（’）可得
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图 ! 有限元计算网格
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于是，可求得单元格林应变增量!.)/分别为
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最后由大变形本构关系可求得第二皮奥拉—克西荷夫应力增量!1)/ ’
为了求柯西应力增量!"/)，必须对!1/)进行转换，利用下式可得到

柯西应力增量
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式中：#)/为克罗克常数，当 ) ) / 时，#)/ ) "，当 )$ / 时，#)/ ) !；)，/ ) "，
# ’以上所述，解决了利用修正的拉格朗日列式法求解夹层大变形有限
元问题的方法 ’

6 算 例

为便于数值解与理论解进行比较，取两端单向受压并含夹层的岩

石试件为计算实例，进行平面应变问题的弹性大变形有限元分析 ’试件高为 #! *+，宽为 "! *+，试件受单向压
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力为 ! ! "#$%$ &’ ( )*，岩石弹模 " ! $%+ , "$- &./及泊松比!! $%0$，夹层弹模 " ! $%+ , "$- &./及泊松比!
! $%1$，其有限元计算网格见图 0 2
利用前述建立的等厚节理单元模型，分别就大变形和常规小变形两种情况进行了分析 2对于夹层，采用

不同分析方法所得应力计算结果是一样的，并且几乎都等于外荷载（误差在 $ 2 "3以内），这显然是合理的，
因为应力不会因为分析方法的改变而改变；但是，对于位移计算结果来讲，采用不同的分析方法，计算结果存

在较大差距，见表 " 2利用大变形方法计算的位移值较利用小变形方法计算的值要大，这正反映了结构变形
的几何非线性或大变形特性 2由此可见，建立模拟夹层变形机理的大变形等厚节理单元模型是必要的 2

表 ! 夹层底面上节点位移计算结果
"#$%& ! ’&()%*( +, -+./)*#*0+1 ,+2 30(/%#-&.&1* +, 1+3#% /+01*( +1 *4& $+**+. +, 5+01* -.

节点号

#!
04"

$ $$$$$
041

" $1111
045

0 $###+
04+

4 $$$$$
04-

5 $1111

大变形方法

小变形方法

%向位移
&向位移
%向位移
&向位移

6 $ $$$0$
6 $ $"+7-
6 $ $$$"0
6 $ $"#$"

$ $$$51
6 $ $"7+-
$ $$$14

6 $ $"+-0

$ $$""4
6 $ $0$$7
$ $$"$0

6 $ $"7-0

$ $$"#+
6 $ $0"0"
$ $$""1

6 $ $0$+$

$ $$0"-
6 $ $0004
$ $$"-#

6 $ $0"5"

! 节点至左边界的水平距离（见图 0）$

6 结 论

利用大变形有限元的基本理论，解决了利用修正的拉格朗日列式法求解岩土工程夹层大变形有限元分

析的模拟计算问题，并就夹层变形的大变形和小变形情况用实例进行了对比分析，可得到如下几个方面的结

论：

#7 本文建立的等厚节理单元模型之单元应变与节点位移的关系较前人的更为合理；
$7 提出了模拟夹层力学变形机理的大变形有限元等厚节理单元模型，并推导出了等厚节理大变形有限

元分析的相关计算公式，具有广泛的理论意义及工程实用价值 2
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