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摘要：在动力系统的优化中，传统的以经济指标为目标函数的数学模型，有一定的局限性 ’本文用最
优控制理论建立能量模型，用有限元法求解系统的动力反应，模型综合考虑系统的安全性、经济性

和稳定性 ’计算实例验证了模型的合理性与可行性 ’
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由于动力系统最优化的复杂性，传统的做法是将系统的技术特性作为衡量设计方案好坏的指标，已不能

适应实际工程的需要 ’分析系统的动力反应时，更关心系统在动力过程中运行的安全性和稳定性 ’当系统遭
受激振时，系统耗散的能量越多，自身吸收的能量就越少，其安全性和稳定性越好 ’具有好的综合运行质量的
动力系统，总是“不为外界所动或者少动”’因此，需要建立一个能综合反映动力系统的安全性、经济性和稳定
性的质量指标作为衡量标准 ’

! 动力系统的最优化

! ’! 一般描述
用动态最优控制理论中状态空间的概念，考虑具有 ! 自由度的线性振动系统，其受控方程为

-!"（ "，#）
- " # $（"（ "，#），$（ "），!（ #）） （!）

其中，状态变量 " # %!，%%，⋯，%{ }!
.! %!

外控制变量 $ # &!，&%，⋯，&{ }’ .! %’

内控制变量即系统参变量 ! # !!，!%，⋯，!{ }( .! %(

系统设计变量 # # )!，)%，⋯，){ }*
.! &*

&*为* 维设计变量空间 +
状态速度 $（"（ "，#）），$（ "），!（ #））# $!（"，$，!），$%（"，$，!），⋯，$!（"，$，!{ }） .! %!

设" 是内控制变量的空间%(中的一个给定集合，它是控制变量!容许值的集 +定义函数类

",- # !（ #）!（·）：&
* " .( 是有界可测函数，!（ #）!"，# ! &{ }*

称函数类",-为允许控制类，",-中的每一个函数!（ #）称为容许控制 +
! +" 动力系统最优化
动力系统最优化指在容许控制类",-中寻求一个最优控制!#（ #），使得相应于最优控制!#（ #）的解

%#（ "，#）为最优解 +
图 !所示的两个多自由度线性动力系统，基本方程为

’!
("!（ "）/ )!

!"!（ "）/ *!"!（ "）# $（ "） （%）

’%
("%（ "）/ )%

!"%（ "）/ *%"%（ "）# $（ "） （)）
式中：’———质量矩阵；)———阻尼矩阵；*———劲度矩阵 +
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图 ! 动力系统
"#$%! &’()*#+ ,’,-.*

在外荷载相同的条件下，系统的动力反应受控于模态参数 !，" 和 #，它们共同构成控制变量空间 !动
力系统最优化就是在控制变量空间中寻找一个具有最优 !，" 和# 的系统 !

/ 目标函数的能量模型
从众多的容许控制中找到所需的最优控制，必须有一个衡量系统本身性能好坏的指标，也就是目标函

数，它应该综合反应动力系统的安全性、经济性、稳定性 !
/ !! 能量模型
根据动力系统最优控制理论［!］，利用 "#$%&’()*$最大值原理，令受控系统的目标函数为

"（!（·））# +,-
$!［.，%］

&（’（ $，$）） （/）

式中 &（’（ $，$））为哈密顿函数 !
则动力系统优化问题变为寻求一个容许控制!"（·）!"() ，使

"（!"（·））# 0*$
!（·）!#"()

"（!（·）） （1）

从能量耗散的观点取哈密顿函数作为目标函数也是合理的，系统的哈密顿函数为

&（’（ $，$））# *系统（ $）# *动（ $）+ *势（ $）# *外（ $）, -阻（ $） （2）

式中：*系统（ $）———系统在动力反应过程中 $ 时刻的总能量；*动（ $）———系统在 $ 时刻的动能；*势（ $）———系统
在 $ 时刻的势能；*外（ $）———从 .$ $ 时刻外界传给系统的总能量；-阻（ $）———从 .$ $ 时刻系统耗散的能量 !
因此，动力系统的目标函数实质是系统的能量，由于能量为标量，因此目标函数具有良好的可比性 !
动力系统的拉格朗日函数为

#（%，&%）或#（.!，.3，⋯，./，0.!，0.3，⋯，0./）

引入广义动量 ’ # %#%&%
!哈密顿函数为［3］

&（%，’）# ’4· &% ,#（%，&%） （5）
/ !/ 动力反应求解

用有限单元法求解系统的动力反应 !哈密顿函数的有限元表达式如下：
单元体的动能

% #&16
$
3
&(4&(72 （8）

式中：$———单元密度；&(———位移列向量对时间的导数，即速度向量；1
6———单元的体积 !

单元体的形变势能

3 #&16
!
3!

4"72 （9）

单元位移向量 ( 采用位移模式
( # )%6

则有 &( # )&% 6 ! # *%6 " # +*%6

式中：%6———单元结点位移向量；)———形函数；*———应变转换矩阵；"———应力矩阵 !
单元体的拉格朗日函数

#
6 # % , 3 #&16

$
3
&% 64)4)&% 672 ,&16

!
3 %64*4+*%672 （!.）

广义动量
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!! ! !!
!

!"# ! !""!"$
"$"# !## （$$）

哈密顿函数

$! ! !!
" "# ! %!

! !

（""!"$
"$"# !##）" "# ! %""!

"
%
"# !"$"$"# !## &""!

$
% #

!"%"&%#!## !

""!
"
%
"# !"$"$"# !## &""!

$
% #

!"%"&%#!## （$%）

令 ’! !""!"$
"$## (! !""!%"&%##

代入式（$%），得

$! ! $
%
"# !"’! "# ! & $

% #
!" (!#! （$&）

按单元集合在一起，可得整体哈密顿函数

$ ! $
%
"#")"# & $

% #
"*# （$’）

式中：)———整体质量矩阵；*———整体劲度矩阵 ’

! 算 例

地震输入采用人工生成地震波 ’
例 " 柱的横截面优化（图 %）’
柱高 $ ( )*，密度 % ’+ ,- . *&，动弹性模量 ( ( % / $+’ 012，泊松比#( + ’$3，动应力允许值取 + ’)012，截

面积一定，设计变量为 )，* ’地震峰值加速度取 + ’&+3+ ’优化结果见表 $ ’从表 $可见，在保持横截面面积基
本不变的情况下，优化方案比初始方案降低了动应力与动位移 ’

表 " 柱的计算结果
#$%&’ " ()*+,-$-.)/ 0’1,&-1 2)0 3)&,*/

方案

设计变量

) ,* * ,*
系统能量

,$+&4

横截面积

,*%

最大动应力

,012

最大动位移

, 5*

初 始 $ ’)++ $ ’%6+ + ’&+33 % ’++++ + ’)63& + ’%37+

优 化 $ ’3++ $ ’$$$ + ’$’6) $ ’7773 + ’’7$3 + ’$)8)

例4 重力坝断面优化（图 &）’

图 ! 重力坝基本断面示意
5.67! 8’3-.)/ )2 60$9.-: ;$*

图 4 柱
5.674 ()&,*/

某重力坝，坝高 $ ( $%+ ’+*，坝顶宽 * ( 3 ’+*，下游起坡点高 $$ ( $++ ’+ *，动弹模 ( ( % ’8& / $+’ 012，
泊松比为+ ’$3，密度 % ’’ ,- . *&，动应力允许值取 ’ ’+012，设计变量为 -$，-%，-& ’地震峰值加速度取 + ’&+3+ ’
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表 ! 重力坝的计算结果
"#$%& ! ’()*+,#,-(. /&0+%,0 1(/ 2/#3-,4 5#)

方案
设计变量 !!

"" "# "$
系统能量 !"%$& 断面面积 !!# 最大动应力 !’() 最大动位移 ! *!

初始 +" #,%% "% #$-% ,# #.%% "#"$ #%/ -.#+ #, - #.$/ " #,#"
优化 +$ #.%. . #$./ +0 ##"% "%#0 #,% $//0 ## $ #.0# " #%%/

表 #给出了优化结果，可以看出优化方案不仅体现了经济性，断面面积比初始方案减小了 ", ##$；而且
最大动应力与动位移均降低了 "+$以上，充分体现了安全性和稳定性 #
例 6 拱坝体型优化 #
某拟建拱坝，坝高 #/# #%!，坝体混凝土静弹模为 # # "% 1 "%- ’()，动弹模取静弹模的 " # $ 倍，泊松比为

% #".，密度 # #-23 4 !$ #上游倒悬度 %&!% #$%，下游倒悬度 %’!% ##+，最大中心角（!( 5!)）!)6 7 "%%*，允许应力
值：正常蓄水位为 $ #. 8 - ##’()，运行低水位适当放宽，设计变量 -$个 #地震峰值加速度取 % #$%.+ #

表 6 拱坝的计算结果
"#$%& 6 ’()*+,#,-(. /&0+%,0 1(/ #/78 5#)

方案
系统能量

!"%0&

混凝土方量

4 "%-!$

最大动拉应力

!’()

最大动位移

! *!
上游倒悬度 下游例悬度

最大中心角

!（*）
初 始 "$"/ #%#0 ,"$ #0- , #"%0 # #-#/ % #"." % #"+" /" #"$0
优 化 ""/, #,+. ,#. #+" + #--0 " #+." % ##/, % ##$% .. #++-

图 9 拱冠梁断面形状比较
:-2;9 ’()*#/-0(. (1 0&7,-(.#% 1(/)0 (1 #/78 5#)

优化方案与初始方案对比如表 $，可见优化方案的混凝土
方量比初始方案增加了 # #%.$ #最大动应力降低了 #$ #$0$，最
大中心角减小了 # #+.#度 #在增加少量经济投入的同时，大大增
加了拱坝的安全性与稳定性 #优化方案与初始方案的拱冠梁断
面形状比较见图 - #

9 结 论

本文采用的能量模型能够反应出系统的综合特性，在对柱、

重力坝、拱坝的动力优化中应用此模型，较大地降低了动应力与

动位移，使系统的安全性和稳定性得到提高，弥补了传统的以经

济指标为目标函数模型的不足，因此以最优控制理论建立的能

量模型不仅可行，而且有效 #
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