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摘要：研究了同时考虑拱坝“体积最小”和“最大拉应力最小”的两目标优化设计 (采用线性加权的统
一目标法求得非劣解集后，利用模糊贴近度从中选取最优解，讨论了不同隶属度和贴近度公式的影

响，给出了最优解的简便几何求法 (某拱坝算例分析说明本文方法有效，并显示了两目标优化体形
的一些可供设计参考的体形特征 (
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高拱坝的精确分析一般来说离不开有限单元法，而与该方法对应的拉应力设计控制标准尚未确认，造成

目前常采用的提高拉应力控制标准的“体积最小”优化体形难以实际应用 !同时，由于高拱坝设计与建造的复
杂性，使人们对其安全性更为关注，按单纯的经济目标设计拱坝已显不够，综合考虑安全与经济的两目标优

化设计则是一个必然的选择 !本文选取在通常情况下拱坝安全和经济的最具代表性的主要因素———最大拉
应力和坝体体积，以使其最小作为优化设计的目标，研究了兼顾考虑拱坝“体积最小”和“最大拉应力最小”的

两目标体形优化设计问题 !采用线性加权的统一目标法寻求非劣解（有效解），然后利用模糊贴近度的概念从
众多非劣解中找出最贴近于理想解的最优解 !

! 拱坝两目标优化模型及其非劣解
两目标（ "!，"$）优化设计的数学模型为
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又设在式（!）的约束条件下分别使 "+!和 "+$达到最小的目标函数值为 ""! 和 ""$ ，则称
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为理想目标值 !与此对应的 !"称为理想解 !由于两目标的相互排斥性，理想解一般是不存在的 !
对于以拱坝坝体体积（, 3 "!）和坝踵区最大拉应力（!! 3 "$）为两目标的体形优化设计，采用线性加权的

统一目标法化为单目标优化问题而求其非劣解的数学模型为
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式中：!!，!"———权系数；［!］，［"#］———最大体积和最大主拉应力的允许值；最后一式为其他约束条件（包

括几何约束条件、压应力约束条件和稳定约束条件等）"取不同组合的权系数即可由式（$）求出各种不同的非
劣解 "当取!! % !，!" % &或!! % &，!" % !时，式（$）退化为“体积最小”或“最大拉应力最小”的单目标优化问
题，从而可求得理想目标值 "
每个非劣解都是可行解，满足规定的约束条件，其差别在于强度储备的多少和工程量的不同 "因此，求出

多个非劣解后，可以根据专家经验或对于体积的限制条件，或拉应力控制标准等选定一个作为最优解 "本文
则根据模糊数学贴近度概念从众多非劣解中寻找最贴近理想解的最优解 "

! 模糊隶属度、贴近度和最优解
一般不能直接比较非劣解的优劣而确定最优解 "考虑到各非劣解接近理想解的程序是模糊的，我们采用

模糊隶属度来表示非劣解中各分目标值相对于理想解中相应值的接近程度，从而构造出非劣解模糊子集和

理想解模糊子集，以便用贴近度概念确定最优解 "考虑到非劣解的各分目标值是分布在理想解相应分目标值
的左右，且隶属度值只与两者的距离有关，并为避免各分目标值量纲和数量级不同的影响，取以下三种对称

分布形式的隶属度公式［!］：

"# 正态分布 #（ #$%）& {’() [’
#$% ’ #!%

!
("

(

$ & !
) #$% ’ #!%

]
)

}" （*）

$# 哥西分布 #（ #$%）&
!

! [*
#$% ’ #!%

!
("

(

$ & !
) #$% ’ #!%

]
)

"
（+）

%# 尖!分布 #（ #$%）& [’() +
#$% ’ #!%

!
(#

(

$ & !
) #$% ’ #!%

]
)

当 #$% $ #!% ，取“*”

当 #$% , #!% ，取“’”
（,）

式中：$ % !，"，⋯，(；% % !，"；#$%———第 $ 组非劣解中第 % 个目标值；#!% ———理想解第 % 个目标值；#（ #$%）——— #$%
对 #!% 的隶属度 "
有了各非劣解对理想解的隶属度，即可在目标值空间得到非劣解的模糊子集（模糊非劣解）：
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它们都表征了各非劣解中各单目标值相对于理想解中相应单目标值的隶属程序（接近程度）"
不难理解，相应有理想解的模糊子集（模糊理想解）
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以上两个模糊集的贴近程度可以用模糊贴近度"（-!
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）来表征，其值越大，表示两者越贴近 "常采用

下列公式计算（同时列出两目标优化的具体形式）：
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其中 $ % !，"，⋯，(，目标函数个数 / % "，式（!&）中取 0 % "（当 0 % !时式（!&）与式（!!）相同）"
求得各非劣解对于理想解的贴近度后，可根据择优原则和极大化原则寻求最优解［"］：最优解是最贴近理

想解的非劣解，即贴近度最大的那个非劣解即为最优解 "
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! 几何法确定最优解
上述贴近度也可以用几何作图方法求出，从而用几何法确定最优解 !为此，令

" # ［! $!（ %&!）］" ’［! $!（ %&"）］! " ( #!（ %&!）’!（ %&"）

图 " 正态分布下模糊非劣解与模糊理想解分布情况
#$%&" #’(() *+*,$*-./$+/ 0+1’2$+*0 3$24 *+/561
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式中："———模糊非劣解与模糊理想解之间的距离；(———模
糊非劣解两分目标隶属度之和 !由式（!$）可见，"’()对应最大

贴近度 !由式（!%）（!&）可见，(’*+对应最大贴近度 !
图 !表示本文算例得到的正态分布下模糊非劣解和模

糊理想解分布情况 !图中标出了 "’()和 (’*+的几何意义 !不难
用作圆弧或推 %&+斜线的办法求出它们 !由图可知，按式（!$）
非劣解 )%的贴近度最大，按式（!%）和（!&）则非劣解 )"的贴近度最大 !

9 算 例 分 析
某抛物线双曲拱坝，高 "," ’ !以其 ,&#&体形方案作为初始设计 !选取 %$个体形特征参数为设计变量，

包括控制高程处的拱冠梁厚度和上游面坐标、拱端厚度以及拱轴抛物线方程中的几何参数等 !主要约束条件
取值：［,］- .&#万 ’$，［"/］- $ !&01*，［"2］- !& !#01*，最大中心角#!##+，上、下游倒悬度## !$ !在优化过
程中，用上游侧坝踵单元高斯点主拉应力的最大值表征坝踵区最大拉应力 !
用复形法求解式（%）得非劣解和理想解：

#! # # !!，#" # # !,时： !! #［.#3 !&3& ! !,"%］4

#! # # !"，#" # # !.时： !" #［33" !$"3 ! !,.#］4

#! # # !$，#" # # !3时： !$ #［35% !&## " !#"&］4

#! # # !%，#" # # !5时： !% #［3&$ !&#5 " !!#%］4

#! # # !&，#" # # !&时： !& #［3!, !.!. " !%!&］4

#! # # !5，#" # # !%时： !5 #［3#3 !#,# " !%"&］4

#! # # !3，#" # # !$时： !3 #［53. !#.# " !5%%］4

#! # # !.，#" # # !"时： !. #［5&3 !"#. " !,!#］4

#! # # !,，#" # # !!时： !, #［5%3 !.3, $ !#.$］4

#! # ! !#，#" # # !#及#! # # !#，#" # ! !#时：!" #［&,3 !&"5 ! !.#&］4

将上述解答代入正态分布公式（&），计算隶属度并组成相应的模糊非劣解 )&
6
，然后代入式（!#）（!!）（!"）分别

计算贴近度，结果列于表 ! !
按以上相同过程可计算哥西分布和尖!分布下的结果（这里省略）!表 "给出了各种分布下与不同贴近

度公式算得的最大贴近度相对应的非劣解序号 !从表中可见，取序号为 "的非劣解 )" 作为最优解是比较可

靠的 !
表 $给出了与 )"对应的两目标优化体形以及初始体形、“体积最小”优化体形、“最大拉应力最小”优化

体形的主要参数和性状，以资对比 !图 "给出了这四种情况下拱冠梁的形状 !
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表 ! 正态分布下模糊非劣解及贴近度
!"#$% ! &’(() *+*,-*.%/-+/ 0+$’1-+*0 2-13 *+/4"$ 5-01/-#’1-+* "*5 13%-/ 6$+0%*%00 5%7/%%

非劣解序号 ! "!
" #［!（ #!!），!（ #!$）］

"（"!
"
，"!
"
）

式（!%） 式（!!） 式（!$）

! ［% $%&%’&，% $’(’)*］ % $((+$+ % $(!%$! % $&*(&+

$ ［% $!))%*，% $’!))%］ % $&,%%, % $($’$) % $&’$!&

, ［% $!*%*!，% $+&+!$］ % $&)*)) % $(!’)! % $&+,*%

) ［% $$!,+!，% $**%!%］ % $&&)(, % $)’!’( % $&(’)+

( ［% $,+*)!，% $,$($,］ % $(+)*% % $,(&$, % $($()$

& ［% $)&*!,，% $,,*!,］ % $&,+,$ % $)%$!, % $(*,&%

* ［% $&&$&’，% $!$*+(］ % $(&$*’ % $,’($* % $(&&(’

+ ［% $*’*+)，% $%$+$!］ % $(%*,+ % $)!,%, % $(+)&%

’ ［% $+(!)*，% $%%+)&］ % $)’*)% % $)$’’+ % $&%!,+

表 8 最大贴近度非劣解序号
!"#$% 8 9+: +. *+*,-*.%/-+/ 0+$’1-+*0 2-13 4";-4"$ 6$+0%*%00 5%7/%%

分布 式（!%） 式（!!） 式（!$）

正态分布 ) $ $
哥西分布 ) $ $
尖!分布 $ ! !

表 < 不同方案下的拱坝体形主要参数和性状
!"#$% < =3">% >"/"4%1%/0 "*5 63"/"61%/-01-60 +. "/63 5"40 +. 5-..%/%*1 5%0-7*0

设 计 方 案 初始设计 单目标优化" 两目标优化 单目标优化#

拱冠梁厚度 %-
顶部 !, $%%% !$ $!!’ !& $%%% !* $$(’
底部 &’ $)+* && $$)& *, $)+( +% $’*(

最大拱端厚度 %- *, $%%% *( $(’, +& $’,, +* $’,,

拱冠最大曲率半径 %-
顶部 )’, $+,% )** $*$! (!, $$!) (!+ $&!+
底部 !(, $$*$ !&* $,+( !,) $$(( !$) $+,%

拱冠梁上游面顶、底间水平距离 %- ,$ $*’* ,+ $(*$ +$ $++$ !%% $,)&
最大中心角 %（&） ’! $!,& ’( $,+( +’ $&+$ ’% $($,
坝体体积 %万 -, *!, $&)( (’* $($& **$ $,$* +)* $,**
最大主拉应力 %./0 $ $’(* , $!*% ! $’+% ! $+%(
最大水平位移 % 1- !’ $,(& $) $*%’ $$ $&,% !’ $*’(

注：单目标优化"为“体积最小”优化；单目标优化#为“最大拉应力最小”优化 $

图 8 拱冠梁断面对比
&-7:8 =%61-+*0 "1 "/63 6/+2*0

由表 ,和图 $可见：
": 两目标优化设计与初始设计相比，最大拉

应力大幅减小了 ,,’，作为其代价，坝体体积增加
+ $$’（约 (+万 -,混凝土）$

#: 两目标优化体形对比“体积最小”优化体
形，拱冠梁更明显地倾向下游，拱的最大中心角减

小，拱曲率坝上部减小、下部增大等，这些体形特征

的改变，使荷载更多地分配给拱承担，有效地减小

了坝踵区的拉应力 2
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! 结 语

"# 拱坝两目标优化设计可以提供多个可行优化方案（非劣解），使设计者有较大的选择余地，有利于优
化成果的实际应用 !同时，两目标优化考虑了体积（经济性）和最大拉应力（安全性）两方面的要求，在比“体积
最小”优化设计的体积有所增加的条件下，使人们更为关注的拱坝安全度得到进一步提高 !

$# 用模糊贴近度来求解拱坝两目标优化问题是有效的 !采用不同隶属度公式和不同贴近度公式，得到
的最优解可能不完全一致 !因此，为了可靠起见，实用中可同时选用多种公式计算，进行比较后确定 !
对两目标优化，采用几何作图法寻求最优解简便可行 !
%# 拱坝两目标优化体形相对于“体积最小”优化体形，具有拱冠梁更倾向下游，中心角减小，拱曲率上部

减小、下部增大等体形特征，从而使坝踵区拉应力得以减小 !这些体形特征可供拱坝的设计参考 !
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