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非饱和无粘性土动剪切模量的实用计算方法
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摘要：提出可以考虑平均有效应力、孔隙比和颗粒特征对非饱和无粘性土最大剪切模量比及最优饱

和度的综合影响的方法，仅需四个参数：土的级配、孔隙比、平均有效应力和颗粒形状，因此可避免

一系列复杂的动力试验 &提出的方法和 )*+,-.公式、吴世明公式一起，共同提供了一个计算无粘性
土（干的、饱和的或非饱和的）低幅剪切模量的合理途径 &而且此模量对土质及场地条件变化的敏感
程度也可用本文方法加以确定 &
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在计算土中波的传播和地基动力反应时，动剪切模量是一个特别重要的土质特性指标，它对土的有效侧

限应力和孔隙比非常敏感 !)*+,-.和 4-56*+7曾在 !"0$年给出了剪切模量 " 与平均有效侧限应力!## 及孔隙
比 $ 的经验关系式［!］：

棱角状砂 " % $’8#（’9"8 & $）’
! ’ $ （!##）

#93

圆角状砂 " % 0"$#（’9!8 & $）’
! ’ $ （!##）

}#93
（!）

式中 " 及!#的单位均为 :/* !
式（!）被广泛应用于机器基础设计和其它动力工程，可以用来确定干砂或完全饱和砂的低幅剪切模量 !

但地基原位土体通常都不是完全饱和的，由于毛细作用影响，非饱和土的动力反应和干土或饱和土差别很

大 !!"(%年，吴世明等研究了某些无粘性土在不同饱和度情况下毛细作用对低幅剪切模量的影响，并提出一
个计算任意饱和度条件下非饱和无粘性土低幅剪切模量的经验公式［’］：

" %［! ’ (（)*）］"+ （’）

式中："+———干土的低幅剪切模量，由式（!）确定；(（)*）———饱和度 )* 的函数，可由下式确定：

(（)*）%
（, & !）;-.（")* - ’.） )* / .
（, & !）(!（)*）(’（)*） )* 0{ .

（$）

式中：,———最大剪切模量比 ", - "+；.———最优饱和度 )*12，<；)*———饱和度，!< = !##<；

(!（)*）% #93［（)* & .）-（!## & .）］’； （%）

(’（)*）% ! ’ ;-.｛"［)* ’（3# & !93.）］-（!## & .）｝! （3）

在使用式（’）时，关键在如何正确选定最大剪切模量比 ", - "+ 和最优饱和度 )*12，这往往需要通过复杂的动
力试验才能确定 !本文在大量实验结果基础上，提出一个能综合考虑平均有效应力、孔隙比、颗粒特征影响的
非饱和无粘性土的最大剪切模量比和最优饱和度计算方法，而无需再进行一系列复杂的动力试验 !

! 由孔隙比和颗粒形状确定剪切模量
选用 !$种无粘性土进行共振柱试验，以研究其在非饱和条件下的剪切模量，试验结果见图 !，’［$，%］!无
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论棱角砂或圆角砂，在不同平均有效应力作用下，其最大剪切模量比与孔隙比均成反比线性关系，直线斜率

不受侧限应力影响而仅与土粒的形状有关，图示棱角砂的斜率约为 !"#$%，圆角砂则仅为 #"&% !

图 ! 在不同平均应力作用下棱角
砂 !" # !$ 与孔隙比的关系

"#$%! !" # !$ &’()*) &+#, (-.#+ -. &-(#+*)

/+01#0#0$ 2(’))*(’) 1+( -0$*3-( )-0,)

图 4 在不同平均应力作用下圆角
砂 !" # !$ 与孔隙比的关系

"#$%4 !" # !$ &’()*) &+#, (-.#+ -. &-(#+*)

/+01#0#0$ 2(’))*(’) 1+( )*5(+*0,’, )-0,)

根据试验求得的线性关系，可导出线性回归方程

"# $ "% &（"# $ "%）’# ( )（ ’ ( ’#）

式中："# $ "%———任意孔隙比 ’ 时土体的最大剪切模量比；)———试验直线的线性斜率，棱角砂取 !"#$%，圆角
砂取 #"&%；（"# $ "%）’#

———对应一特定孔隙比 ’# 时土体的最大剪切模量比；’#———任意选定的参照孔隙比，
在针对这 !’种砂进行试验时，取 ’# ( #")*，故上式可写成

"# $ "% &（"# $ "%）#")* ( )（ ’ ( #")*） （+）
图 ’，&分别表示 ’ ( #")*时棱角砂和圆角砂在三种不同平均应力作用下，土粒粒径与最大剪切模量比

之间的关系，其曲线族可用下式表示：

*# & +,( - （)）

图 6 圆角砂 !" # !$ 与粒径关系曲线

"#$%6 !" # !$ &’()*) $(-#0 ,#-7’.’(

1+( )*5(+*0,’, )-0,)

图 8 棱角砂 !" # !$ 与粒径关系曲线

"#$%8 !" # !$ &’()*) $(-#0 ,#-7’.’(

1+( -0$*3-( )-0,)

式中：*#——— ’ ( #")*时，. ,粒组的最大剪切模量比，. ,———美国标准筛的筛号，有 &%，%#，)#，*#，!##，!$#，
!&#，!)#，$##，$)# 及 &## 共 !! 种，其对应筛孔尺寸为 #"’%，#"$-)，#"$!，#"!*，#"!&-，#"!$%，#"!#%，#"#**，
#"#)&，#"#%’及 #"#’) ..，小于 &## ,筛的土粒即为粘粒，若 . ( !$#，即表示能通过 !## ,筛而留在 !$# ,筛上的

那些土粒，以此类推；,——— . ,粒组的平均粒径，!.；+，-———实验参数，与平均应力有关，可用经验公式计
算：
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棱角砂 ! " !"#$%!# $%"&!’
% % " %"(()!# $%"#)’

% （$）
圆角砂 ! " #"((’!# $%")*(

% % " %"&*)!# $%"&)+
% （’）

式中!#% 均以 ,-.计 &
取四个粒组的棱角砂及圆角砂，其小于 (%% /筛的颗粒含量不同，在三种不同平均应力作用下与最大剪

切模量比的关系如图 *，!所示 &这个关系也可用回归分析导出

"’ "［（()$ )* $ )）+（( $ )）］,% -［) -（()$ )* $ )）+（( $ )）］,) （)%）

图 ! 棱角砂 !" # !$ 与小于 "## $颗粒含量的关系

%&’(! !" # !$ )*+,-, ./01*01 /2 3&0-, $ "##

,&)* ,&4* 2+5.1&/0 2/+ 50’-65+ ,507,

图 8 圆角砂 !" # !$ 与小于 "## $颗粒含量的关系

%&’(8 !" # !$ )*+,-, ./01*01 /2 3&0-, $ "## ,&*)*

,&4* 2+5.1&/0 2/+ ,-9+/-07*7 ,507,

式中："’———当 . 0 %"+$，小于 (%% /筛颗粒含量不同时，’ /粒组的最大剪切模量比；)*———小于 (%% /筛的颗

粒含量与试样土粒总重量之比，其值从 % 至 )；,)——— . 0 %"+$ 时，小于 (%% / 筛颗粒的最大剪切模量比；

(———经验常数 &
式（)%）中 ,%值可由式（+）算出，,)值也与平均应力有关，可用经验公式求出
棱角砂 ,) " ("!+(!# $%"&)(

%

圆角砂 ,) " ("%##!# $%")’%
% （))} ）

经验常数 ( 则与平均应力和土粒粒径有关
棱角砂 ( " )*#"’(%!# $%"##)

% /$%")$!

圆角砂 ( " )%#"(!!!# $%"#(#
% /$%")*$ （)&} ）

式（))），（)&）中的!#% 均以 ,-.计，/ 以!1计 &
这样，对小于 (%% /筛颗粒含量不同的各粒组棱角砂和圆角砂，其最大剪切模量比即可由式（)%）求出 &图

*，!上的点子是试验结果，曲线则是根据回归方程算出的 &
图 +，$分别表示棱角砂与圆角砂在不同 )* 值时孔隙比与最优饱和度的实验关系，通过回归分析可导出

最优饱和度与孔隙比成指数函数关系，其经验公式为

0123 " 4. - , （)#）
式中 4，, 为经验常数，其值与 )* 有关，试验曲线见图 ’，)%，图中点子是实验值，曲线由回归关系式求出，曲
线回归关系式为：

+!第 &$卷第 #期 钱学德等 非饱和无粘性土动剪切模量的实用计算方法



棱角砂 ! " !"!#$$（!"!!%&$#$ %$ % $）& ’"(!
’ " $#"% % !"$!)（$#&$% #$ % $）

圆角砂 ! " !"!(*(（!"!!$**#$ %$ % $）& ’"’+
’ " $$"* % !"%’’（’#")$% #$ % $










）

（$’）

式（$%）可用来计算任意孔隙比和 #$ 值时棱角砂和圆角砂的最优饱和度，图 *，(中的点子是实测值，曲线由
式（$%）（$’）算出 (

图 ! 不同 !" 值棱角砂的最优饱和度与孔隙比关系

"#$%! &’(#)*) +,$-,, ./ 01(*-1(#.2 3,-0*0 3.#+
-1(#. /.- 12$*41- 012+0 5#(6 31-#.*0 #"

图 7 不同 !" 值圆角砂的最优饱和度与孔隙比关系

"#$%7 &’(#)*) +,$-,, ./ 01(*-1(#.2 3,-0*0 3.#+
-1(#. /.- 0*8-.*2+,+ 012+0 5#(6 31-#.*0 #"

图 9: !" 与参数 $关系曲线

"#$%9: !" 3,-0*0 ’1-1),(,- $

图 ; !" 与参数 %关系曲线

"#$%; !" 3,-0*0 ’1-1),(,- %

< 最大剪切模量比的确定
当试样孔隙比一定时，)* + ), 的确定方法如下：假定试样体积为 -，见图 $$（,），并设试样中土粒的最小

粒径均大于 ’!! -筛，其孔隙体积为 -.，土粒的体积及重量分别为 -$$及 /$，则该试样的孔隙比为

0! " -. + -$$

假想试样中的土粒能被分成不同粒组，并将同一粒组的颗粒集合成若干扇形体，如图 $$（.），图中 1 -粒组的
意义同前 (每个扇形体的孔隙比均等于试样的孔隙比，即

-.1 + -$$ 1 " -. + -$$ " 0! （$+）
式中 -.1及 -$$ 1为 1 -粒组扇形体中的孔隙体积和土粒体积 (
若在试样中加入小于 ’!! -筛的土粒而保持试样总体积不变，如图 $#（,），此时试样孔隙比由 0! 减小到

0 (设所加入的小于 ’!! -筛的土粒体积和重量分别为 -$#及 /#，则有

0 "（-. % -$#）+（-$$ & -$#）
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图 !! 土样示意图
"#$%!! &’()*+ ,- .,#/ .012/(

图 !3 加入小于 455 6筛土粒后的土样示意图

"#$%!3 &’()*+ ,- .,#/ .012/( 7#)+ .,1( 1#89.
6 455 .#(:( .#;( -<0*)#,8. 0==(=

同样，此时每一 ! !粒组扇形体的孔隙比均为 "，即
（#$! % #&" !）’（#&# ! ( #&" !）)（#$ % #&"）’（#&# ( #&"）) " （#$）

式中 #&" !为 ! !粒组扇形体中所加入的小于 %&& !筛土粒体积 *
由式（#’）（#$），可以求得 （ "& % "）’（# ( "）) #&" ! ’ #&# ! ) #&" ’ #&# （#(）

对上式乘以土粒的容重!&，则上式可改写成

+" ! ’ +# ! ) +" ’ +# （#)）
或 +" ! ’（+# ! ( +" !）) +" ’（+# ( +"）) +" ’ + （#*）
式中 +# !及+" !分别为 ! !粒组扇形体中大于 %&& !筛和小于 %&& !筛土粒的重量，+ 为试样中土粒总重量 *
根据前述 ,& 的定义，有 ,& ) +" ’（+# ( +"）) +" ’ + （"&）

及 ,&! ) +" ! ’（+# ! ( +" !） （"#）
由式（#*）可知，,& + ,&!，故有

+" ! ) ,&（+# ! ( +" !）) ,&+# ! ’（# % ,&） （""）

图 !> 扭矩作用下的土样
"#$%!> &,#/ .012/( .9?@(*)(= ), ),<A9(

现定义 ! !粒组扇形体中，! !粒组土粒重量加上小于 %&& !筛的土粒重量与试样土粒总重量之比为 ! !粒组的
修正重量比，以 -! 表示；同时定义 .! 为 ! !粒组土粒重量
与试样土粒总重量之比，即

.! ) +# ! ’ + （",）

-! )（+# ! ( +" !）’ + ) .!（# % ,&） （"%）
若试样的最小颗粒尺寸均小于 %&& !筛，即 ,& + &，则 -! +
.!，.! 值可通过颗粒分布曲线求出 *
如图 #,所示，假定在湿润条件下图中每一扇形体的剪

切模量分别为 /%’，/’&，⋯，/!，⋯，/"(&及 /%&& *同时由材料
力学可知，圆形截面的惯性矩 0 +!1% ’ ,"，扇形截面的惯性
矩则为

0! )（"! ’ ,$&）0 )（"! ’ ,$&）!1% ’ ," （"’）
式中：1———试样直径；"!——— ! !粒组扇形体的中心角，（2）*
若在试样上作用一扭矩 3，如图 #,（-），并设试样顶部

与底部截面之间的扭转角为#，则所有扇形体的扭转角都
等于#，见图 #,（.）*若整个非饱和试样剪切模量为 /，试
样的扭转角可用下式表示：

# ) 34 ’ 0/ （"$）
即扭矩 3 ) #0/ ’ 4 （"(）
式中 4 为试样高 *
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现将扭矩 ! 分配至每个扇形体，分别以 !!"，!"#，⋯，!"，⋯表示，则 ! #! !"，又因每个扇形体的高度 $
和扭转角! 均相同，其扭矩 ! $!%"&" ’ $，故有

%& # ! %"&" （%&）

将式（%"）代入，得 & # !（"" ’ ’(#）&" （%)）

因为所有扇形体的容重、高度和半径均相同，根据 (" 的定义，有"" ’ ’(# $ ("，最后得到剪切模量的公式为

& # ! &"(" （’#）

当饱和度达到最优值时，剪切模量最大，式（’#）写成

&) # ! &)"(" （’*）

适用于干砂的公式（*），其剪切模量仅与孔隙比 * 和平均应力#+# 有关，而对同一试样，每个粒组扇形体
的 * 和#+# 是一样的 ,因此，对于干砂，整个试样的剪切模量和每一扇形体的剪切模量相同，即 &- $ &-"，式

（’*）可标准化为

&) ’ &- # !（&) ’ &-）"(" （’%）

在本文中，各试样的孔隙比 *#均取为 #+,&，并以$" 表示 " -粒组的最大剪切模量比，上式即可写成

（&) ’ &-）#+,& # !$"(" （’’）

$" 可由式（*#）算出 ,若试样的最小颗粒尺寸均大于 !## -筛，即 ./ $ #，(" $ 0"，式（’’）也可简化为

（&) ’ &-）#+,& # !$"0" （’!）

只要能求出（&) ’ &-）#+,&，任何一个孔隙比条件下的最大剪切模量比 &) ’ &- 即可由式（(）算出 ,

! 最大剪切模量比和最优饱和度的计算步骤
以上已建立起确定非饱和无粘性土最大剪切模量比及最优饱和度的理论基础，其具体计算步骤如下：

"# 用 ./01法测定土的圆度值［"］，以确定土粒形状；
$# 测定土的颗粒分布并计算 0" 值；

%# 由颗粒分布结果，计算土中小于 !## -筛的土粒含量，求出 ./；

&# 根据 ./ 值、孔隙比 * 以及土粒形状，由式（*’）（*!）计算最优饱和度 1234；

’# 对每一粒组计算 (" 值；

( # 对应于参照孔隙比 *# $ #+,&，利用经验公式（,）2（*%）算出每一粒组的最大剪切模量比$"；

)# 用式（’’）算出对应于 *# $ #+,&时的最大剪切模量比（&) ’ &-）#+,&；

*# 由式（(）计算任意孔隙比条件下的最大剪切模量比 &) ’ &- ,

作为算例，表 *给出了对 3456789 :5;砂最大剪切模量比（&) ’ &-）#+,&的计算过程及其结果 ,
表 + ,-"./’0 1"2砂最大剪切模量比（!" # !$）3456计算结果

7"$-’ + 8"-%9-":’& 0’;9-:; <( =">/=9= ;*’"0 =<&9-9; 0":/< (<0 ,-"./’0 1"2 ;"?&（ % @ 3456）

筛号 0" ("
#+# $ %" <=5 #+# $ !) <=5 #+# $ )& <=5

$" $"(" $" $"(" $" $"("

!" #+##" #+##"& *+!)# #+##&( *+’"& #+##,) *+%!( #+##,%
"# #+#*% #+#*’) *+"*% #+#%*# *+’,, #+#*)* *+%(# #+#*,"
,# #+#%( #+#’## *+"!" #+#!(! *+!#’ #+#!%* *+%&# #+#’&!
&# #+#*) #+#%*) *+"&# #+#’!( *+!’% #+#’*! *+’#% #+#%&"
*## #+#’% #+#’,# *+(#! #+#")’ *+!"* #+#"’, *+’*, #+#!&,
*%# #+#’( #+#!*( *+(%) #+#(,& *+!,* #+#(*% *+’’’ #+#"""
*!# #+#!" #+#"%# *+("" #+#&(* *+!)% #+#,,( *+’!& #+#,#*
*,# #+#(! #+#,’) *+(&# #+*%!% *+"** #+***, *+’(’ #+*##,
%## #+#&) #+*#%& *+,#( #+*,"! *+"’% #+*"," *+’,& #+*!*,
%,# #+’!! #+’),% *+,!’ #+()%’ *+"(* #+(%## *+!## #+""(*
!## #+*)! #+%%!# *+,), #+!#%" *+(#! #+’")’ *+!’* #+’%#"
./ #+*’!
（&) ’ &-）#+,& # !$"(" *+,% *+"! *+’&
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! 计算结果与实验结果之比较
表 " #$%&’%砂最大剪切模量比计算值

和实测值的比较

(’)*+ " ,$-.’%/0$1 $2 .%+3/4&+3 506-+’07%+3
-’8/-7- 09+’% -$37*70 %’&/$ 2$% #$%&’% 0’13

孔隙比
!!! " #$ %&’ !!! " () %&’ !!! " )* %&’

计算值 实测值 计算值 实测值 计算值 实测值

!+,* -+$. -+$$ -+(. -+(. -+.# -+.(
!+*. -+.* -+.$ -+#* -+.! -+-/ -+-,
!+)* -+## -+#( -+-. -+-! -+!# -+!(

以上所提出的计算方法及经验公式，均系根据 -.
种砂料的共振柱试验结果归纳出来的，为了验证此法

及经验公式对其它砂料有无普遍意义和推广价值，能

否适合于工程应用，选择了该 -.种砂以外的 0123’2砂
（棱角状）和 45671砂（圆角状）来进行比较 "表 #及表 .
表示这两种砂最大剪切模量比的计算值和实测值的比

较；表 (及表 $则列出这两种砂最优饱和度的计算值
和实测值的比较结果 "可以看出，用本文方法计算的结
果与共振柱试验结果相当一致 "

表 : ;<04$砂最大剪切模量比计算值和实测值的比较
(’)*+ : ,$-.’%/0$1 $2 .%+3/4&+3 506-+’07%+3
-’8/-7- 09+’% -$37*70 %’&/$ 2$% ;<04$ 0’13

孔隙比
!!! " #$ %&’ !!! " () %&’ !!! " )* %&’

计算值 实测值 计算值 实测值 计算值 实测值

!+$* -+.! -+.- -+#/ -+#* -+## -+##
!+,* -+#, -+#$ -+## -+#! -+-* -+-/
!+/* -+## -+#! -+-* -+-* -+-. -+-$
!+** -+-/ -+-* -+-. -+-$ -+!) -+!*

表 ! 棱角砂最优饱和度计算值和实测值之比较
(’)*+ ! ,$-.’%/0$1 $2 .%+3/4&+3 506-+’07%+3 $.&/-7-
3+<%++ $2 0’&7%’&/$1 2$% ’1<7*’% 0’13 !

砂料
# " !+,* # " !+*. # " !+)*

计算值 实测值 计算值 实测值 计算值 实测值

0123’2砂 ,+! ,+! /+/ /+$ -!+! -!+!

表 = 圆角砂最优饱和度计算值和实测值之比较
(’)*+ = ,$-.’%/0$1 $2 .%+3/4&+3 506-+’07%+3 $.&/-7- 3+<%++ $2 0’&7%’&/$1 2$% 07)%$713+3 0’13 !

砂料
# " !+$* # " !+,* # " !+/* # " !+**

计算值 实测值 计算值 实测值 计算值 实测值 计算值 实测值

45671砂 -+. -+# #+# #+! .+. .+# (+* (+$

= 结 论

本文提出的方法是确定非饱和无粘性土最大剪切模量比和最优饱和度的一种实用方法，仅需四个参数：

颗粒级配、孔隙比、平均有效应力以及颗粒形状 "因此，可以无需进行一系列复杂的动力试验 "本法仅适用于
棱角状或圆角状的无粘性土，这些土中小于 #!! 8筛筛孔的颗粒应是非塑性的 "棱角砂包含的圆粒在 !+-/ 9
!+#$之间，圆角砂含有的圆粒在 !+.$ 9 !+()之间 "
适用于干砂的公式（-），在非饱和条件下对 :’2;<=公式进行修正的吴世明公式（#），以及本文提出的计算

非饱和无粘性土最大剪切模量比和最优饱和度的方法一起提供了一个完整的手段，可以用来计算无粘性土

在干燥或非饱和条件下的低幅剪切模量 "根据计算结果，还可判断在土质和场地条件发生变化时对模量变化
的敏感程度 "
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