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摘要：)*+,-定理是数理逻辑发展中的一个里程碑，但其最初表述并不完善 ’ ./00,1 公式克服了
)*+,-定理之不足，从而最终解决了形式数论系统的完备性 ’本文深入分析了 )*+,-提出“"无矛盾”
的初衷和 ./00,1公式的构造思路，运用 ./00,1公式构造与证明中所疏漏的信息，推导出了 ./00,1公
式的对偶形式，并给出了与此相关的定理 ’通过这一研究将深化人们对数学系统相容性、完备性的
认识 ’
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)*+,-定理意指下述命题：在足以包括数论的任一形式系统中，一定存在一个不可判定的公式（即一个公
式和它的否定都是不可证的）［!］’此定理也称作哥德尔第一定理 ’作为数理逻辑史上一个重要标志，)*+,-定
理揭示出数学是不能在一个系统内完全地和协调地形式化的 ’

)*+,-定理的形式表述为：“若数论形式系统是简单无矛盾的，则没有!"7#!（"，!）；若该系统是!无
矛盾的，则没有! #"!#!（"，!）"因此若该系统是!无矛盾的，则它是简单不完备的，而"!#!（"，!）便
是不可判定的公式的一例 "”无疑，)*+,-定理的精华在于其“有穷性”地构造了公式"!#!（ #，!）"但从严格
意义上讲该定理未最终解决形式数论的完备性 "因从定理的原来形式只能得到：如果数论形式系统是!无
矛盾的，则该系统是不完备的 "显然系统的!无矛盾性要强于系统的简单无矛盾性 "这就产生出一个疑问：
如果数论形式系统只是简单无矛盾的，那么该系统是否是完备的？./00,1经研究发现如果将 )*+,-公式取得
较为复杂一些，则!无矛盾性的假设可以除去，只由简单无矛盾性即可推出不完备性了 "具体而言，./00,1构
作了

"!［#!（#，!）$% $（ $ & ! ’ #（#，$））］［$］

此即数理逻辑文献中常被引用的 ./00,1公式，从而最终解决了数论形式系统的完备性问题 "
基于对 ./00,1公式的分析与研究，我们发现公式

%!#［##（#，!）$% $（ $ & ! ’ !（#，$））］
具有与 ./00,1公式等价的功能，即借助该公式也可由简单无矛盾性推出系统的不完备性 "

& 对 ’()$*证明的解析
为了证明形式数论系统的不完备性，)*+,-首先引入了“数字地表示”的概念 "
定义 ! 设 %（!!，⋯，!"）为一直觉数论谓词，如有一个公式 "（ &!，⋯，&’），除却不同变元 &!，⋯，&’ 外没

有其它的自由变元，且对于每一个特殊的自然数 ’ 元序组 !!，⋯，!"，都有
（8）如果 %（!!，⋯，!"）为真，则! "（$!，⋯，$%），
（7）如果 %（!!，⋯，!"）为假，则! # "（$!，⋯，$%）&
那么我们就说 %（!!，⋯，!"）可在形式系统中数字地表示，而公式 "（&!，⋯，&’）数字地表示了谓词 %（!!，

⋯，!"）+
为在系统中导出矛盾，)*+,-定义了一个直觉数论的谓词：
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定义 ! 如果自然数 ! 是公式 "（!）的 "#$%&数，而自然数 # 是公式 "（!）的证明的 "#$%&数，那么这个直
觉的数论谓词就记为 "（!，#）$

"#$%&又证明了以下的引理：
引理 ’ 谓词 "（!，#）在数论形式系统中是可由公式 "（!，#）来数字地表示的 $
据此 "#$%&巧妙地构造出公式!#""（!，#），用其观点来解释此公式，将推断出在形式系统中任一公式

均是不可证明的，这显然矛盾 $为最终在系统中导出形式上的矛盾，"#$%&在两个方向上展开演绎 $若公式

!#""（$，#）在系统中可证，则谓词 "（%，&）真，从而系统中#"（$，%）$这样 "#$%&完成了从元数学断言到
直觉数论谓词，再到形式数论中公式的一个“超系统演绎”$接着 "#$%&由元数学的断言：!#""（$，#）可证，
在系统内依据谓词演算规则推演出# ""（$，%）$据此只要系统是简单无矛盾的，就可能构造出一个形式
的矛盾，从而否证了上述断言，即!#""（$，#）在系统中不可证 $

! "#$$%&公式的构造
为了说明"!#""（$，#）是不可证的，"#$%&不得不引入"无矛盾定义：
定义 ( 一个形式系统叫做"无矛盾的，若没有变元 ’ 及公式 "（’）使得下列各命题全真：

#"（’），#"（(），#"（!），⋯，# "!’"（’）
正是凭借"无矛盾，"#$%&证明了"!#""（$，#）也不可证 $为什么必须引入"无矛盾呢？尽管对"!#"
"（$，#）的判断仍可进行超系统的演绎，但与$!#""（$，#）相等价的公式%#"（$，#）似乎力量太弱，已
很难在系统中再推演出什么 $据此只能求助于"无矛盾了 $众所周知，一个系统是"无矛盾的，那么该系统
必定是简单无矛盾的，如前所述!#""（$，#）是不可证的 $也就是

# ""（$，’），# ""（$，(），⋯，且# !#""（$，#）
此时，使用"无矛盾条件，等价于使用了"!#""（$，#）也是不可证的，这种由"!#""（$，#）不可证之
条件推出"!#""（$，#）是不可证之结论的证明方式是不能令人满意的 $

)*+%%,分析了 "#$%&证明的全过程，肯定了构造公式的!#""（ !，#）思路及相应的超系统演绎方法，更
注意到这个公式的局限性 $"#$%&在构造公式时，似乎太注意它自身的不可证性，而忽视了"!#""（$，#）
的不可证 $这就意味着必须改造 "#$%&公式，使改造后的公式能兼顾自身及其否定均不可证的要求 $

)*++%,首先明确了元数学判断：“一个否定公式在系统中是不可证的”含义，也就是如果按照 "#$%&的观
点，这个判断将对应着怎样的一个直觉数论谓词，进而这个谓词又该由系统中一个怎样的公式来数字地表

示？当然，对这个元数学判断，可以对应着多个数论谓词，但为了便于构造出公式，)*++%,定义了下述的谓
词 $
定义 - 如果自然数 ! 是公式 "（!）的 "#$%&数，而自然数 # 是公式""（!）的证明的 "#$%&数，那么这个

直觉的数论谓词记为 (（!，#）$
进一步还可证明谓词 (（!，#）在形式系统中是可由公式 &（!，#）来数字地表示的 $
)*++%,还注意到，由公式!#""（$，#）的不可证，将导出：

# ""（$，’），# ""（$，(），⋯，#!#""（$，#）
这一演绎结果似乎与人的直觉相悖 $这或许暗示着形式系统中在数字项上成立的公式与量词之间还有某些
未曾为人们所研究过的规律 $仔细研究这些关系，)*++%,得出了下面一些结果：

)* "（’），"（(），⋯，"（’ . /）#!’（’ 0 ’&"（’）），
+* "（ )）#!’［’’ )&%*（*(’)"（*））］，
,* !’［’ 0 )&"（’）］，!’［’’ )&(（’）］#!’［"（’）*(（’）］$
为便于构造对偶形的 )*++%,公式，再增加一条推演规则：
-* ""（’），""（(），⋯，""（’）# "%’（’(&)"（’））$
至此形式系统中公式 +，"+ 是可证的，能提供哪些信息呢？若公式 + 的 "#$%&数为 ,，其证明的 "#$%&

数为 & $那么由系统是简单无矛盾的可得出 +，"+ 不可能同时可证，故有

#"（$，%）

# "&（$，’），# "&（$，(），⋯# "&（$，’），⋯ （/）
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对偶的，如!! 可证且 " 为其证明的 !"#$%数，将有

"!（"，#）

" !$（"，!），" !$（"，"），⋯" !$（"，#），⋯ （&）
显然，这些均是在构造 !"#$%公式时未曾使用的信息 #正是这一疏忽致使 !"#$%定理的原来形式不尽如

人意 #而 ’())$*恰恰成功地运用了这些信息，即依据这些结果，构作出一个公式 !，使 !，!! 在系统中均为
不可证的 #当然，这次要特别关注!! 的不可证性 #’())$*依据（&）式中的"!（"，#），得出

"#$［$ $ # %& %（ % ’ $ ( !（"，%））］ （+）
仍由（&）式中的" !$（"，!），⋯，" !$（"，# , -），可得

"#$［$ & # %!$（"，$）］ （.）
合并式（+）（.）可得

"#$［!$（"，$）)& %（ % ’ $ ( !（"，%））］ （/）
这就是 ’())$*公式的构造过程 #在此再次强调，’())$*在构作公式时，较为注重!! 形公式的不可证性 #其主
要思路如下：设!! 形公式可证，则式（&）成立，这样将有式（+）（.）（/）成立 #因而如果令

! *#$［!$（’，$）)& %（ % ’ $ ( !（’，%））］
则立即产生矛盾 #当然，’())$*并未忽略对公式 ! 的不可证性的考虑，而对该点的考虑充分体现在 ’())$*的
导出规则 0，1，2之中，这是无须赘言的 #

# 对偶形的 $%&&’(公式
在本文第 &节的分析中，’())$*充分运用式（&）提供的信息，从而成功地构造了 ’())$*公式 #至此，如果一

个数论形式系统是简单无矛盾的，那么以下公式均不可证：

#$［!$（"，$）)& %（ % ’ $ ( !（"，%））］ &$!［!$（"，$）)& %（ % ’ $ ( !（"，%））］
’())$*在构造公式及证明中，均未利用式（-），而式（-）（&）是对偶的 #这种对偶性启示我们，只要从式（-）出
发，按照 ’())$*类似的思考过程，可得：

#$［!!（"，$）)& %（ % ’ $ ( $（"，%））］ &$!［!!（"，$）)& %（ % ’ $ ( $（"，%））］
为更加突出对偶性，可以称

&$!［!!（’，$）)& %（ % ’ $ ( $（’，%））］ （3）
为 ’())$*公式的对偶形，进而有下面的定理 #
定理 3 如果数论形式系统是简单无矛盾的，则既没有"（3），又没有" !（3），即如果该系统是无矛盾

的，它便是简单不完备的 #
证：先证如果该系统是无矛盾的，则没有"（3）#
设"（3），再设（3）式的 !"#$%数为 (，其证明的 !"#$%数为 )，则有"$（%，&）#
由本文第二部分的推演规则，得

"#$［$ $ & %& %（ % ’ $ ( $（%，%））］ （4）
又在无矛盾的假设下，由"（-）可得" !!（%，!），⋯，" !!（%，& , -）’
并由规则 0，得 "#$［$ & & %!!（%，$）］ （5）
由规则 2及（4）、（5）得

"#$［!!（%，$）)& %（ % ’ $ ( $（%，%））］ （6）
又"（3），即："&$!［!!（%，$）)& %（ %’$($（%，%））］，就是

" !#$［!!（%，$）)& %（ % ’ $ ( $（%，%））］ （-7）
因式（6）与（-7）矛盾，故没有"（3）#
再证如果该系统是无矛盾的，则没有" !（3）#设" !（3），则有

"!（%，&） （--）
又在无矛盾的假设下，由式（--）可得：" !$（%，!），⋯，" !$（%，&），由规则 #可得：

" !& %（ % ’ ) ( $（%，%）） （-&）
又由" !（3），即：" !&$!［!!（ %，$）)& %（ %’ $($（ %，%））］，就是"#$［!!（ %，$）)& %（ %’ $(
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!（"，!））］，可得! "#（"，$）#$ !（ !%$&!（"，!））"依据（!!），故

!$ !（ ! % # & !（"，!）） （!"）
因式（!#）与式（!"）矛盾，故没有! "（$）"
总之，由本节的讨论可以看出，无论公式（$）构造的思路，或者定理 $的证明过程，均与 %&’’()公式的构

造呈对偶的方式进行 "故我们将公式$$"［"#（ %，$）#$ !（ !% $&!（ %，!））］称之为 %&’’()公式的对偶
形 "
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