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水电机组线性最优调节器加权矩阵的确定方法

李建文，沈祖诒

（河海大学水利水电工程学院，江苏 南京 %!##"’）

摘要：给出一种适合于水电机组线性最优调节器的加权矩阵的确定方法———基于次时间最优控制

的加权矩阵的确定方法 &仿真表明，这种方法有助于设计者快速、准确地得到合适的加权矩阵，避免
了盲目试验 &在此基础上，针对目前使用较多的对角加权矩阵，给出了相应于机组转速、导叶开度、
桨叶开度、水头以及转速的积分等状态变量的权系数之间的相互关系 &
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设受控系统的状态方程为

!" ! #" " $% （!）
则由最优控制理论可知，使二次型性能指标函数

# ! !
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#
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最小的最优控制规律为［!，%］
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其中 ( ! ’ %!$() （+）
) 是代数 0122341矩阵方程
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的对称正定解 &
从以上可以看出，水电机组最优状态反馈控制系统的设计原理是非常简单的，但是，在进行水电机组最

优状态反馈控制系统的设计之前，必须知道加权矩阵 &，’ &在以往的设计中，我们常常取加权矩阵为对角
阵，再根据经验试凑对角加权矩阵中相应于水电机组受控系统中各状态变量的权系数的大小，取得一组自己

认为满意的加权矩阵，据此求得最优控制规律 &因此，使用这种方法，加权矩阵选取的好坏就完全取决于设计
者个人的设计经验，如果经验不足，有可能根本就得不到最佳加权矩阵，或者，即使得到了一个自己认为满意

的加权矩阵，但是由于事先已经将其限制为对角阵，从而严重地削弱了加权矩阵在线性最优控制器中的作

用 &本文将基于次时间最优控制得到的加权矩阵应用于水电机组二次型最优控制器的设计中，使得加权矩阵
的选择既快速又准确，避免了盲目试验；同时还对目前使用较多的对角加权矩阵中相应于各个状态变量的权

系数之间的相互关系进行了初步探讨 &

! 加权矩阵的选择
由公式（!）（*）可知，加入状态反馈之后调节系统的状态方程为

!" !（# % $(）" （5）
令 * ! # % $( ! # % $’ %!$() （$）
则有

!" ! *" （’）
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式中 ! 为闭环控制系统的状态矩阵 !对于稳定的闭环控制系统而言，! 是渐近稳定的，即
"#!$（!）% ! （ $ & !，"，#，⋯，’）

设 " 为系统的加权矩阵，取系统 # $ !# 的一个李亚普诺夫函数为
(（#）& #%（ )）"#（ )）

则 (（#）* ! +(（#）% ! " * !
因此，李亚普诺夫函数的衰减速度为

+(（#）&［ $#（ )）］%"#（ )）,［#（ )）］%"$#（ )）&［#（ )）］%（!%" , "!）#（ )）
令 - % & !%" , "!
则

+(（#）&［#（ )）］%%#（ )）% !
故 % 也为对称正定阵，它与加权矩阵 " 一起满足李亚普诺夫方程

!%" , "! & - % （&）
根据线性最优控制理论，对于时间最优控制系统，+(（ #）’ !且取极小值 !但是，时间最优控制应用于工程中
比较复杂，为简单起见，本文用次时间最优控制系统代替时间最优控制系统 !次时间最优控制系统的指标函
数如下：

. & ()（% -"）, ()（"） （"!）

为使 . 最小，可令!.
!/ $ !，则有

!% -# , % -#!% & - &’0 ’ （""）
综上所述，基于线性二次型最优状态反馈和次时间最优控制系统的参数矩阵必满足如下四个方程［*，+］：

’%( , (’ - ()* -")%( , " & !
! & ’ - )* -")%(
!%" , "! & - %

!% -# , % -#!% & - &
由以上四式，可以确定线性控制系统的加权矩阵 "，其中，* 事先确定，不影响本文的研究 ! * 确定以

后，" 的求取可用递推法进行，程序框图如图 " !

图 ! 二次型最优反馈控制加权矩阵 "计算流程
"#$%! "&’( )*+,- .’, )+&)/&+-#0$ 1/+2,+-#) ’3-#4+& (5#$*-52 4+-,#6 "
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! 示 例

!"# 考虑某轴流转桨式机组最优状态反馈控制系统的设计［!，"］

取水电机组受控系统中状态变量 ! #（ ! " # $ %）$，其中，!，"，#，$，% 分别为相应于导叶开度、
水头、转速、浆叶开度及转速的积分变量 &系统状态方程为
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根据次时间最优控制得到加权矩阵为

# ’
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相应的最优控制系统的状态反馈系数矩阵为

$ ’［%&,(* (&+!! !&,!, %&(*+ %&%%,］$

调节时间 ,- # %!&! .，仿真曲线如图 ’（/）所示 &
为使根据次时间最优控制得到的加权矩阵具有可比较性，笔者经多次试验，得到了一组相对最佳的对角

加权矩阵 %# # 01/234｛( % %( ( %｝，相应的最优控制系统的状态反馈系数矩阵为
$ ’［%&,+! (&%(- !&,,( %&("- %&(］$

调节时间 ,- # %"&* .，仿真曲线如图 ’（5）所示 &

图 ! 轴流转桨式水轮机调节系统阶跃响应
$%&’! ()*+ ,*-+./-* .0 12+32/ )4,5%/* &.6*,/%/& -7-)*8

从图 ’可见，使用本文所用的方法能够快速、准确地确定加权矩阵，由此而得到的最优控制系统相比于
根据经验确定的加权矩阵得到的最优控制系统而言，其动态品质明显要好 &
!"! 考虑某贯流式机组最优状态反馈控制系统的设计
系统状态方程为
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根据次时间最优控制得到加权矩阵为
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相应的最优控制系统的状态反馈系数矩阵为

" !［!"$’% #"$)) %"%&) !")+) !"!’(］,

调节时间 "# - !!")* .，仿真曲线如图 +（/））所示 $
为使根据次时间最优控制得到的加权矩阵具有可比较性，笔者经多次试验，得到了一组相对最佳的对角

加权矩阵 #! - 01/234｛# #"! ! # !｝，相应的最优控制系统的状态反馈系数矩阵为
" !［!"!%) #"$$! %"!!% !"&!$ !"#］,

调节时间 "# - !$"( .，仿真曲线如图 +（5）所示 $
从图 +可见，使用本文所用方法对于贯流式机组也是有效的 $

图 ! 贯流式水轮机调节系统阶跃响应
"#$%! &’() *(+),-+( ,. /012 ’0*2#-( $,3(*-#-$ +4+’(5

! 对角加权矩阵中权系数关系初探
由式（!），（+），（%），水电机组最优闭环反馈控制系统的状态方程为

$% !（& % ’( %!’,)）%
令 && - & 6 ’( 6 !’,)，设待选的对角加权矩阵为 #!，则根据式（*）有

’( %!’, #! ! ’( %!’,&,) % ’( %!’,)&& !
’( %!’,&,) %（& % &&）&& !
&$

& % &（& % ’( %!’,)）% ’( %!’,&,) !
&$

& % &$ ’ &’( %!’,) % ’( %!’,&,) （!$）
考虑到 ) 为对称阵，利用矩阵关系 78（*+）- 78（+*），则有

78（&’( %!’,)）! 78（’( %!’,&,)）
因此，若对上式两边取迹，则有

78（&’( %!’, #!）! 78（&$
&）78（&$）

这样，可以得出如下结论
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其中!)&为开环系统的极点，!)*为希望的闭环极点，也就是说，!)&，!)*分别为矩阵&，&& 的特征根 $
下面我们借助于上面根据次时间最优控制所得到的最优闭环极点，以及以上所得结论，对对角加权矩阵

中权系数之间的相互关系进行探讨 $
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表 ! 计算结果
"#$%& ! ’&()%*( +, -+./)*#*0+1

机组类型 !" ! "!# !
!

" # "
!$

"$ %!
!

" # "
!$

"&

轴流转桨式机组 ［"%&’ (%$ ) )%( )］ )%&(
贯流式机组 ［"%&’ *$%)* ) )%+, )］ "%’,

经过大量的计算，笔者发现，不论是

何种机型，等式（"-）的右端总是很小，各
个机组的数据如表 "所示 ’
假设轴流转桨式机组和贯流式机组

的对角加权矩阵具有如下形式：

#$ # ./0123｛() (* (+ (, (-｝
式中 ()，(*，(+，(,，(- 分别为相应于导叶开度、水头、转速、桨叶开度及转速的积分变量的权系数 ’根据式
（"-）且结合表 "中的数据，经过仿真计算，表明各个权系数间有如下关系时可以得到较好的控制规律 ’

() # ) (, # ) (+ . (- (* . (-
以上是对于轴流转桨式机组和贯流式机组而言 ’对于混流式机组，笔者也进行了大量的仿真计算，各个

权系数间也满足上述关系，但是如果水头较高，则相应于水头的权系数也应取得稍大，一般 (* 4 &(- ’

2 结 束 语
本文以动态品质较差的轴流转桨式机组以及贯流式机组最优状态反馈控制系统的设计为例，给出了水

轮机调节系统最优控制规律的获取过程中加权矩阵的确定方法及一般步骤 ’可以看出，这种方法对于快速、
准确地选择合适的加权矩阵是行之有效的 ’本文的最后部分只是对各权系数之间的关系进行了一般性的探
讨，毕竟水轮机调节系统是一个非常复杂的调节系统，影响动态品质的因素很多，不同的调节系统各权系数

之间不可能存在固定不变的相互关系 ’但本文所得结论对对角加权矩阵中各权系数的估计有一定的指导作
用 ’
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