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摘要：本文考虑到无网格伽辽金法只需节点信息，不需将节点连成单元，并具有精度高、后处理方便

等优点，从而用它求解接触问题 &这里采用的方法是将 -./01.界面单元引入 ’()*，迭代求得两物
体间的接触状态 &算例表明，本文方法基本可行 &
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移动的最小二乘法（*06718 9:.;/ <=>.?:，简记为 *9<）可通过几个互不相关节点上的数据，拟合出一个函
数，该函数的光滑性好且导数连续［!，+］& @ A.B?0C:;等［!］在求解边值问题偏微分方程数值解时，用 *9<构造位
移函数，这样位移函数的形成及区域积分的实现都可以脱离单元的概念 & @ A.B?0C:;等称这一方法为 D7EE>;:
’C:F:1/ *:/G0H（简记为 D’*）& I @:CB/;JGK0等［$，3］对此作了进一步改进，使得 D’*求解精度更高，更具有发展
前途 & I @:CB/;JGK0等［$ L 5］称改进后的 D’*为 ’C:F:1/ (?:: ).C:?C71 *:/G0H（’()*）&
关于 ’()*的基本原理、实现过程及该法的优越性，此处不再赘述，详见文献［+，3，%，M，,］&
目前，’()*主要用于模拟裂纹扩展，当然在岩土工程中也有一定的应用前景［5，"］&
互相接触的两物体接触面之间的粘结、滑移、张开是常见的工程现象，这类问题泛称为接触（摩擦）问题 &

求解这类问题，人们常用的数值方法是 (’*&考虑到 ’()*的优点，本文探索用 ’()*求解接触问题的可行
性 &

(’*求解接触问题，大致有三种途径：（.）引入界面单元［!#］；（N）采用拉氏乘子或罚函数法［!!］；（J）采用前
两种途径的混合形式 &考虑到基于虚功原理的 -./01.界面单元（以下简称界面单元）物理概念明确，不需额
外参数，且实施容易，本文将界面单元引入 ’()*，从而求解摩擦问题 &
在 ’()*中引入界面单元，与 (’*中引入界面单元的总原理一致，具体过程有所不同 &就是说，在总刚

及荷载矩阵中修改某节点数据时，该节点影响域内节点的数据也要修改 &造成这些不同的原因在于 ’()*与
(’*的形函数不同 &

! 在 "#$%中引入界面单元

!&! 界面单元用于 #"%的一般计算过程
界面单元由三个点组成，两端的点位于不同的物体内，称为“点对”，中间的点称为哑节点 &哑节点的使

用，是为了将点对的约束条件方便地反映到控制方程中 &求解控制方程得到的哑节点“位移”，实际是该点对
之间的接触力 &
用界面单元求解接触问题，可将全部荷载分成几个荷载步，通过点对在 ! O !步的解答，即点对的接触

状态、相对位移!! O !
" ，!! O !

# 、接触力"! O !
" ，"! O !

# ，求得点对在 ! 步的解答 $第 ! 步解答的获得通过迭代计算实
现，即：

（.）形成荷载矩阵；
（N）假设点对的接触状态与 ! O !步结束时相同；
（J）根据表 !确定修正荷载矩阵时需用的参数 %，&，’，(；
（H）按表 +修正总刚矩阵和荷载矩阵；
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（!）求解控制方程，得到点对的接触力及相对位移；
（"）由表 #确定点对新的接触状态；
（$）若接触状态与假设相同，则解答已获得，对荷载步 ! 的计算结束；否则，假设点对的接触状态为（"）中
确定的状态，并重复（%）!（$）&
每一荷载步首次迭代时，取点对的接触力为 ’，在第一个荷载步的首次计算时，可假设点对的接触状态

为连续状态 "

表 ! 修正荷载矩阵时用到的参数

"#$%& ! ’#(#)&*&(+ ,&&-&- *. #-/0+* %.#- )#*(12

荷载步 ! ( )
荷载步 !

连续 滑移 自由

连续
# * ’ # * ’ $ * (!! ( )

%

& * ’ ’ * (! (!! ( )
) ’ * (!! ( )

)

滑移
# * ’ # * ’ $ * (!! ( )

%

& * ’ ’ * (! (!! ( )
) ’ * (!! ( )

)

自由
# * ("! ( )

% # * ("! ( )
% $ * ’

& *") + # *"% + ’ * (! ’ * ’

表中 (! 是最大摩擦力，按库仑摩擦定律：

(! +# ,!!
% , ,$-（!!

)） （)）
式中：#———摩擦系数；

,$-（!!
)）+

- ) !!
) . ’

/ ) !!
) 0{ ’

（.）

表 3 界面单元的刚度矩阵及荷载矩阵
"#$%& 3 4*155 #,- %.#- )#*(16&+ 5.( 1,*&(5#6& &%&)&,*

状态 刚度 荷载

连续

’ ’ ’ ’ ( 1 ) ’
’ ’ ’ ’ ( ) ( 1 ’
’ ’ ’ ’ 1 ( ) ’
’ ’ ’ ’ 1 ) ’
( 1 ( ) 1 ) ’ ’ #
) 1 ( ) 1 ’ ’ &

滑移

’ ’ ’ ’ ( 1 ’ ( )’
’ ’ ’ ’ ( ) ’ 1’
’ ’ ’ ’ 1 ’ )’
’ ’ ’ ’ ) ’ ( 1’
( 1 ( ) 1 ) ’ ’ #
’ ’ ’ ’ ’ ) ’

自由

’ ’ ’ ’ ’ ’ 1$ ( )’
’ ’ ’ ’ ’ ’ ( )$ ( 1’
’ ’ ’ ’ ’ ’ ( 1$ / )’
’ ’ ’ ’ ’ ’ ( )$ ( 1’
’ ’ ’ ’ ) ’ $
’ ’ ’ ’ ’ ) ’

表中 1 * %0,$ （#）
) * ,1-$ （2）

$是界面法向与 2 轴正向的夹角 "
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表 ! 确定接触状态
"#$%& ! ’&()*)+),* ,( -,*+#-+ .+#+&

迭代步 !
迭代步 ! ! "

连续 滑移 自由

连续 !"
# # $且 %!"

$ % # % %" % !"
# # $且 %!"

$ % # % %" % !"
# & $

滑移 !"
# # $且"$·%" # $ !"

# # $且"$·%" & $ !"
# & $

自由 ""
# # $ ""

# & $

如何根据虚功原理将界面单元的约束条件引入控制方程，即如何得到表 ’，文献［"$］中有详尽的论述，
在此不赘述 &下面讨论如何在 ()*+控制方程中反映界面单元的约束 &
/01 在 2345控制方程中反映界面约束
表 ’是按位移 ! 对界面单元施加约束 "而 ()*+控制方程中的未知量是 !!，由于 ! 是 !!按 +,-拟合

得到的，!"!!［.］"所以，欲在 ()*+控制方程中反映界面约束，必须把对 ! 的约束转化为对 !!的约束 6
以固定状态为例，将表 ’中的第一部分写成如下形式：

$ $ #/

$ $ #0

#" #’ #









1

!"

!’









!

’

$"
$’
$









1

（/）

其中

!" ’
("
)[ ]
"

!’ ’
(’
)[ ]
’

! ’
!#

!
[ ]

$
（2）

$" ’ [ ]$$ $’ ’ [ ]$$ $1 ’ [ ]*+ （3）

#" ’
, - , $

$ ,[ ]- #’ ’
- , $

,[ ]$ -
#1 ’

$ $[ ]$ $
（.）

#0 ’
- , $[ ]$ -

#/ ’
, - $
,[ ]$ -

（4）

从式（/）右边荷载来看，实际上，是在点对的第一节点上作用集中力 $"，在点对的第二节点上作用集中
力 $’，在哑节点上作用 $1 "由于节点 "和 ’不仅影响其本身，还对其影响域内其它节点有作用，所以将 $" 和
$’加入总荷载矩阵时，影响域内其它节点上也要作用一定的力，详见文献［.］中关于 ()*+求解集中力的论
述 " $1可全部作用在哑节点上 "
从式（/）左边的刚度来看，#1，#0，#/ 可原封不动地加入总刚矩阵中，#" 和 #’ 则不然 "将式（/）中第三

行展开有

#"!" % #’!’ % #1! & $1 （"$）
由于 !"，!’通过 +,-拟合得到，故

!" & ""!!" ，!’ & "’!!’ （""）
将式（""）代入式（"$）中，得

#"""!!" % #’"’!!’ % #1! & $1 （"’）
即

#’!!’ % #1! & $1 （"1）
其中

#’ &
#""" $

$ #’"
[ ]

’
（"0）

!!’ &
!!"
!![ ]
’

（"/）
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图 ! 弹性滑块
"#$%! &’()*+) ’, *( -.*/)#+ 0.’+1 2#)3 * 4#$#5 ,’6(5*)#’(

就是说 !! 是 ! " !" 的矩阵，由 !#，!! 及点对两个节

点上的形函数!#，!! 组成；"!# 是 !" " #矩阵，由界面单
元两个节点影响域内节点上的 "!组成，该影响域内的节
点共有 " 个 $因此，将 !#，!! 加入总刚矩阵中时，上述影

响域内节点上的数据都要修改，即按 "!! ，将 !! 加入总刚

矩阵中 #

7 算 例

本算例取自文献［##］，如图 #所示，是刚体上置一弹性
滑块 #滑块尺寸为 $ % " ! %，垂直荷载 $% & ’ !(( )*，作用
范围 +,-%，水平荷载 $& & -( )* #取弹性模量 ’ & # ((( )*，
泊松比!& (,+，摩擦系数"& (,. #
对该问题，文献［##］采用罚函数方法进行了 /01 计

算 #/01 计算中设 !+# 个均匀节点，划分 !(( 个四边形单
元，并且约束滑块下面左右端的两个节点 #
为对照结果，本文在 0/21计算中采用与上面相同的

节点及约束，即约束接触面左右端两个节点的 &，% 向位
移，中间节点初始状态取为连续 #区域积分时整个区域划

图 7 滑块变形情况
"#$%7 8-,’49-5 +’(,#$64*)#’( ’,

)3- -.*/)#+ 0.’+1

分成 !( " #(个 3455，每个 3455中采用 $ " $高斯积分；权函数中取 () & (,6
%，* & (,! %；采用线性基计算形函数 # 0/21计算的变形图见图 !，界面应
力见图 +和图 $ #
从图 ! 7 $可看出，0/21计算的变形情况合理，界面法向应力与文献

［##］的结果吻合得非常好，界面切向应力与文献［##］的结果稍有差别 #

图 : 界面法向应力
"#$%: ;’49*. /)4-// ’( +’()*+) /64,*+-

图 < 界面切向应力
"#$%< =*($-()#*. /)4-// ’( +’()*+) /64,*+-

: 结 束 语
本文探索如何用一种新的数值方法———0/21求解接触问题，作者采用的方法是将 8*9:;*界面单元引

入 0/21<在 0/21中引入界面单元，总的原则与 /01中引入界面单元一样，具体过程有些不同 #即，根据点
对状态修改总刚及荷载矩阵时，点对影响域内其它节点上的数据也要修改 #造成这些不同的原因在于 0/21
通过 1=>构造出位移函数 #从算例来看，本文方法基本可行 #
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