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摘要：通过对激振源、合理计算模型及其解的初步分析，提出柱型机墩垂直振动计算应注意的问题

及计算方法，供工程设计参考 &
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! 激 振 源
引起机墩产生垂直振动的外力不像某些文献所述的那样，认为只有水流间歇地冲击叶片引起的振动，即

振动频率为

!! " #! #$! $ % （!）
式中：#!，#$———导叶片数和转轮叶片数；!———水轮机转速；%———#! 和 #$ 的最大公约数 &目前大量观测和
研究成果证明，使水轮机和机墩产生垂直振动的原因主要还有下述几个方面［!，$］&
!"! 尾水管涡带
混流式水轮机或定浆式水轮机在部分负荷（约在开度的 %#. / *#.或最优流量的 +#. / -#.范围）时，

水流沿圆周切向的分速度较大，使尾水管内形成一高速旋转的水体即涡带 &当涡核内的压力低于汽化压力或
者水中含气量足够大时，涡带内就形成一个始于泄水锥的螺旋状空腔，它会周期性地引起尾水管速度场的变

化，产生压力脉动 &实测证明，这种压力变动值往往可达机组有效水头的 !’. / $’.，脉动频率一般为
!’ "（# &$% ( # &+"）! （$）

!"# 卡门涡
当水流从水轮机叶片的正背两面离开时，叶片后会出现一种称为卡门涡的旋涡 &它一般以噪音的形式出

现，到引起叶片共振时始被发觉 &其频率可由下式确定：

!) " * +
, （+）

式中：+———叶片出口边缘的相对速度，0 1 2；,———叶片出口边缘的当量厚度，0；*———斯特鲁哈数，一般取
# &!- / # &$$ &
!"$ 迷宫环止漏装置的压力脉动
水轮机止漏装置的间隙较小，其前后的压差较大 &当机组由于某些原因，如干摩擦、油膜振荡、机械缺陷

和转轴的内滞力引起主轴产生弓状回旋时，转轮上冠与顶盖间的间隙会周期性地发生变化，出现压力脉动，

从而使水轮机产生振动 &转轮的下环和座环间的环形室也常常出现这种问题 &试验表明，振动频率约为转速
的 $ / %倍，近似地等于主轴弯曲振动的自振频率 &因影响这类振动的边界较复杂，目前仍难于定量分析 &
!"% 水轮发电机组设计、制造和安装缺陷
由水轮发电机组设计、制造和安装缺陷引起的振动一般随负荷增大而增大 &广东省某水电站在满负荷时

噪声振耳，中控室与发电机层之间的墙壁、窗户均明显地感到振动，满负荷时上机架的最大振幅达 # &#’ 00，
振动加速度达 # &+ - &经与厂家研究，改变发电机内的线路联接后，振动明显减弱 &
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! 振动微分方程

!"# 振动阻力
现有文献中不少仍采用沃尔特（!"#$%&’）()*+年提出的假设，即认为结构的振动阻力（或阻尼）与振动速

度成正比，即 ! , -!
!"
!# （.）

图 # 应力 应变关系曲线
$%&’# ()*+,, -(’ ,)*.%/

式中：!———阻力系数；"———位移 $
研究证明，采用上述假设计算结构振动会出现难以解释的

矛盾和很大的数值误差 $任何结构材料都不是完全弹性材料，在
屈服极限以内加荷和卸荷过程的应力应变迹线是不重合的 $当
加荷和卸荷达一定数量后，对一个完整的加荷卸荷过程，应力和

应变曲线［.］是一条狭长的椭圆状的封闭曲线，称为滞后回线（如

图 (）$滞后回线包围的面积等于在一个完整的加卸荷循环内材
料所吸收的能量（部分转化为热能）$如果将材料吸收的能量假
设由材料内部的一种非弹性阻力来完成，由图 (可见，当变形最
大时，这种非弹性阻力为零；当位于静力平衡位置时，非弹性阻

力达最大值 $根据原苏联学者索罗金（!""#$#%&’）提出的建
议，图 (所表述的结构内部的应力、应变和非弹性阻力的关系可
用下式来表示：

" %（( & ’#）$% （/）
式中：#———材料非弹性阻力系数；(———材料弹性模量；%———应变 $一般#与材料的性质和应力状态有关，
当结构应力与材料的屈服应力之比较小时，#值较小；反之则较大 $常用材料的#值见表 (［0］$

表 # 常用材料非弹性阻力系数!值
0.12+ # ! -.23+ 45 ,46+ 3,3.2 6.)+*%.2,

材料 混凝土 砖砌体 木 材 钢 材

# + $+/ 1 + $( + $+. 1 + $+) + $+0 1 + $+/ + $+( 1 + $+2/

!"! 机墩运动微分方程及其解
设有如图 2所示的等截面柱形机墩，墩身材

料容重为&，弹性模量为 (，非弹性阻力系数为

#，墩高为 )，墩身横截面面积为 *，各截面沿垂直

方向振动的位移为 "，墩顶垂直静荷为 +(，周期

图 ! 计算模型

$%&’! 7.2832.)%4/ 649+2

性动荷,（ #）, ,(3’-# $假设墩基础为具有集中质量 ++ . / 的弹簧系统，其

非弹性阻力系数为#
0，基础在静荷（+( 4&*)）作用下的位移为’$则墩上

一微段的动力平衡方程为

&
/
!2"
!#2 %!"!1 （5）

以式（/）代入，并令(, (/ ." &，得

!2"
!#2 %(2（!

2"
!12 & ’#

!2"
!12
） （6）

考虑到墩顶和墩基础的振动影响，边界条件为

（7） 1 % +
++
/
!2"
!#2 &

+( &&*)
’
［" & ’#0"］% *" （)）

（8） 1 % )
+(
/
!2"
!#2 % ,（ #）2 *" （*）

解得 " % "39$:)# & "4:%;)# （(+）

式中
"3 % 5(9$:619<71 & 529$:61:<71 & 50:%;619<71 & 5.:%;61:<71

"4 % 2 5(:%;61:<71 2 52:%;619<71 & 509$:61:<71 & 5.9$:619<
}71

（((）
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(4 " 0［&!（$ %+$%&%8)0!8 # !+)*$%8$0!8）# &"（$ %+$%&%8$0!8 # !+)*$%8)0!8）#

&,（%+)*$%8)0!8 # !+$%&%8$0!8）# &#（%+)*$%8$0!8 # !+$%&%8)0!8）］
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由 "
"!

9"
4 # 9"! 7 " + （""）

可求得结构自振频率!:
+（ : 3 !，"，,，⋯），在不考虑结构内部的非弹性阻力时，即"3"/ 3 +，有

!+ " ! " + %+ " % " ! 3# （",）

* " + + " %-
." $&!

" , " +" （"#）

%! " $ %0(
(!

$%&%2 $!")*$%2 %" "%# " + %, " %0(
(!

)*$%2 $!"$%&%2 （"-）

$+ "（%, # +%!）
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’!(+
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’!(0%

)!（%, # +%!）
（$ +$%&%8 # )*$%8）)*$!6 （"2）
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显然，当 ! " # 时满足 !! $ %!" " # （!#）

的"值即为结构的自振频率 &式（!#）也可写成如下形式：

’()
#"

*"$%&’’# * ’+
,$ *$"

$（
’()
#"

%&’’# $"$）" # （!"）

! 计 算 举 例
某工程等截面柱形机墩高 # ( ! & ) *，墩顶承受静荷应力#" ( -" . / ( +) & , -.&，动荷应力峰值 0" . / (

$#/$)0 -.&；机墩为 1"2钢筋混凝土结构，材料容重%( $ &, % 3 *!，弹模 ( ( $ &!2$ 4 "#+ -.&；基础计算振动集中

重量与其上部静荷重之比$( -# .（-" 5%/#）( # &#2，机墩和基础材料的非弹性阻力系数&(&1 ( # &"，基础

自振频率 , ( ) .! ’( !$)# 6&7 3 8

当动荷载频率为" ( $2# 9 :22#时，用本文方法算得的机墩墩顶位移 2# 和机墩自振频率"#见表 $ &

在第一至第四阶共振时，墩顶位移 2#、振动速度 3# 和加速度 4# 比较详见表 ! &

由表 $和表 !可见，影响机墩安全主要为第一阶自振频率的共振；其振幅与单自由度弹性系统一样，约

为静荷等于 0"时变形的 " .&倍 &

表 " 机墩位移和自振频率计算成果

#$%&’ " ($&)&$*’+ ,’-)&*- ./ !" 0!
"

"""" "
""""

1

"
.（6&7·8; "）

2#
.（"# ; !**） "##

"
.（6&7·8; "）

2#
.（"# ; !**） "##

"
.（6&7·8; "）

2#
.（"# ; !**） "#

""" """

#

$2# ! &#" $+## # &,0 2:## # &

""" """

#+,
!2# , &!0 $+0$ &$+ # &2+ "/

#$ 0#2# # &

""" """

#0:
,2# 2 &!: $)#0 &+! # &0# "#$ 0$## # &

""" """

#02
22# + &0, $)2# # &2) 0!2# # &

""" """

#0"
02# ", &)) !### # &,! 02## # &

""" """

#2)
+## $0 &0: !"2# # &!, 002# # &

""" """

#22
+$0 &:$ !$ &0: "/

#" !!## # &$) 0)## # &

""" """

#2!
+$0 &+! !$ &+# "#" !,2# # &$, 0:2# # &

""" """

#2"
+2# $+ &22 !0## # &$# +"## # &

""" """

#2"
)## ", &"" !+2# # &") +$2# # &

""" """

#2!
:## 0 &#+ !:## # &"0 +,## # &

""" """

#2+
"### ! &0, ,#2# # &",! +,22 &"2 # &#2+ "/

""" """

#,

""## $ &2# ,$## # &"$) +2## # &

""" """

#2+
"$## " &)2 ,!2# # &""2 +2,# &"0 # &#2+ "

""" """

#,

"!## " &,, ,2## # &"#! +0## # &

""" """

#2,
",## " &"2 ,02# # &#:! ++2# # &

""" """

#,+
"2## # &:, ,)## # &#)2 +:## # &

""" """

#,$
"0## # &+) ,:2# # &#)0 )#2# # &

""" """

#!:
"+## # &02 2"## # &"#$ )$## # &

""" """

#!0
")## # &22 2"!$ &$2 # &"#2 "/

#! )!2# # &

""" """

#!,
":## # &,+ 2"2# # &"#0 )2## # &

""" """

#!!
$### # &!: 2$## # &"#) )02# # &

""" """

#!$
$"## # &!! 2$"+ &## # &"#: "#! ))## # &

""" """

#!"
$$## # &$+ 2$2# # &"#) ):2# # &

""" """

#!#
$!## # &$" 2!## # &"#0 :"## # &

""" """

#!#
$,## # &"0 2,2# # &#:+ :$2# # &

""" """

#!"
$2## # &"2 20## # &#)) :,## # &

""" """

#!!
$0## # &$, 2+2# # &#)# :22# # &#!:

注："/
# 5为按式（!#）近似计算的自振频率；"# 5为按式（$$）计算的自振频率 &
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表 ! 各阶共振特征值计算比较
"#$%& ! ’()*#+,-(. (/ 01& )#,. *#+#)&0&+- (/ +&-(.#.2&

自振频率!! 墩顶位移振幅 !" 墩顶速振幅 #" 墩顶加速度振幅 $" 墩顶应力振幅"" 墩底应力振幅"%

阶序
数值

&（"#$·%& ’）

数值

&（’! & ())）
!"’ & !"’

数值

&（)·%& ’）
#"’ & #"’

数值

&（)·%& *）
$"’ & $"’

数值

& +,# ""’ &""’
数值

& +,# "%’ &"%’

’ -*. (-*. (* (-!/ ’ ! (!*(- ’ ’- (*-* ’ ’(0 (-1 ’ **. (1/ ’
* *2!. (-(( ! (101 ! (!’2* ! (!!’.- ! (!-!1 / (.0! ! (*-’1 *0 (./ ! (*’*’ & (’ (!( ! (’(-
( 1*’- (!!( ! (’!0 ! (!!(( ! (!!!1- ! (!*/’ * (0.. ! (’-(1 ’! (*- ! (!-(1 0 (-- ! (!/(’
/ -/11 (’/2 ! (!1- ! (!!’- ! (!!!/( ! (!’2’ ( (’20 ! (’2/. - (** ! (!1’- . (! ! (!*.1

3 影响机墩第一自振频率（以下简称自振频率）的因素
由以上分析可见，影响机墩自振频率计算精度的因素有墩身材料容重#、弹性模量 )、非弹性阻力系数

$、墩顶的静荷应力"’，以及墩基材料非弹性阻力系数$*、墩基础振动计算模型的振动质量 +! & ,（或%）、基
础在上部静荷作用下的弹性变形&（或 -）等 (一般地，#变化不大；) 与设计值的误差约为 3 ’!4；墩身和墩
基的非弹性阻力系数变化范围为 ! (!1 5 ! (’!；但墩顶的静力载荷"’ 不仅与楼板传来的载荷有关，而且与水

轮机的轴向力亦即工作水头等因素密切相关，一般难以准确地确定；基础的简化计算模型及相应计算参数亦

不易准确选定 (为估计这些参数变化对自振频率计算的影响，现将 ) 值变动 3 ’!4、$6$*分别取 ! (!1和 ! (
’!、%取 ! (!1和 ! (*!、- 值和"’值各变动 3 1!.时第一自振频率计算成果与标准值比较见表 / (

表 3 给定条件下第一自振频率计算成果
"#$%& 3 ’#%24%#0&5 +&-4%0- /(+ 01& /,+-0 .#04+#% /+&64&.27 4.5&+ 8,9&. 2(.5,0,(.-

$ %
)

&（’!- +,#）

-

&（"#$·%& ’）

"’ 6 (0 (* +,# "’ 6 ’’- (. +,#

!! &（"#$·%& ’） 相对误差 & 4 !! &（"#$·%& ’） 相对误差 & 4

!7!1

! (’!

! (!1

! (*!

! (!1

! (*!

* (’’.2

* (12-*

* (’’.2

* (12-*

* (’’.2

* (12-*

* (’’.2

* (12-*

’./! -2! (20. - (/1 1-* (!1( & *’ (*2
/0*! 2.! (-(/ ’2 (// .!’ (00! & ’- (’.
’./! 2// (!*1 ’. (’/ .*/ (-/’ & ’/ (!(
/0*! 0/2 (2-’ (! (1- ../ (11( & 2 (1.

’./! --2 (!2. - (!. 1-’ (/.1 & *’ ((.
/0*! 2.! (.2( ’2 (/( .!’ (02’ & ’- (’-
’./! 2(0 (2’/ ’1 (1. .*( (2’2 & ’/ (’.
/0*! 0/2 (-22 (! (1- ... (1(2 & 2 (1.

’./! -2! ((’* - ((- 1-’ (*-0 & *’ ((0
/0*! 2.! (1’! ’2 (/’ .!’ (0(2 & ’- (’-
’./! 2/( ((*( ’. (!/ .*/ (1’! & ’/ (!-
/0*! 0/2 (.!2 (! (1( ../ (1!! & 2 (1.

’./! --- (/2/ . (1- 1-’ (2-’ & *’ ((’
/0*! 2.! (/10 ’2 (/! .!’ (0/- & ’- (’-
’./! 2(0 (!0’ ’1 (/. .*( (12* & ’/ (’0
/0*! 0/2 (1*/ (! (1* ... (/21 & 2 (1.

注：相对误差为!!与算例的!!’ 6 -*. (-*. "#$ 8 %的相对差值 (

由表 /可见，在算例的条件下：（#）当计算参数有上述范围的变化时，自振频率的变动范围为 & *’ (/4 5
(! (.4；（9）基础相对集中振动质量%的取值误差对墩自振频率的影响甚微，对振幅的影响亦不大；（:）非弹
性阻力系数的误差对自振频率的计算影响甚微，但对振幅计算的影响较大；（$）对自振频率影响最大的因素
依次为 )，"’和 - (

自振频率在算例条件下偏导数的近似值分别为：!!!’

!) "!7/..，!!!’

!"’
" & !7(*’，!!!’

!- "!7!(- (由此可见，

在柱形机墩的振动计算中，对弹性模量 )、墩顶静荷应力"’取值误差的影响必须予以足够的重视 (

: 机墩垂直振动的近似计算———能量法
首先考虑不计振动阻力时机墩垂直振动 (设图 *的机墩为一组合弹簧系统，机墩的弹性常数

02第 *2卷第 /期 茹建辉 柱形机墩垂直振动计算



!! " #$
% （"#）

基础弹性常数
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&! ’!$%
"
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墩顶离开平衡位置的位移 ( 为基础位移 ($和墩顶相对墩底的位移 (!之和，即

( " ($ ’ (! （"%）
则组合弹簧系统的弹性变形能为

#) " !
# !$($

# ’ !
# !!(!

# " !
#
!!(# （"&）

式中：!!———组合弹簧常数，!! ’
!$ !!

!$ ( !!
*

设机墩各截面的位移与其到墩底的距离成正比，则组合弹簧系统的动能为
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其中

#& " #
#&$ ’ &! ’!$%

"（! ’# ’#
#[ ]） " $$! ! ’#

#
%（! ’!%

$!
）’ !%

"$!
（! ’# ’#

#[ ]） （"+）

# "
!!
!$

" ! ’
（$! ’!%）%

#[ ]
"

/!
（",）

#& 为组合弹簧系统的计算重量 *当系统无外力作用和能量损耗时，#) 和 #+ 之和为常数，即

!
#
!!(# ’

#&
#,

)(
)( )-

#
" 0 （"-）

式（"-）两边对 - 微分，得自振方程：
#&
#,

)#(
) -# ’!!( " $ （%$）

自振频率为

&$ " ,!! 1#$ & （%!）
对有能量消耗的强迫振动，可得形式与单自由度系统振动相同的运动方程，即

( "
2! 1!!

（! /&# 1&$
#）# ’!’$ #

./0（&- ’(） （%#）

式中：!’———组合弹簧系统的非弹性阻力系数 *用上例资料可计算得系统自振频率&$ ’ +"" *$++ 12) 3 0，与精确
解差 $ *,+%4；(% ’ $ *$"",+*55，与精确解之差为 " *&,4 *
假设墩身质量全部集中在墩顶，有

#+ "
&! ’!$%
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# ’
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#,（
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这里，计算重量取

#& "（&! ’!$%）（! ’%#
#） （%%）

用上例资料由式（%!）算得&$ ’ &-! *%$+ 12) 3 0，与精确解之差为 6 !, **#4 *

! 结 论

"# 引起机墩垂直振动的激振源除水流间歇冲击转轮叶片产生的脉动外，机组的负荷情况、水力条件、机
组的设计和制造工艺、安装和维护水平等都是可能激发机墩垂直振动的诱因 *激振源的振幅和频率各不相
同；机墩的自振频率不是单一的恒定值，而是与机墩工作条件相适应的一组范围值 *

$# 与其它多自由度弹性系统一样，当激振源频率等于基墩的第一自振频率时，机墩的振动和动应力均
最大；如果激振源的频率远离机墩的第一自振频率，即使发生共振，机墩的振幅和应力都不会很大，一般可不
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予考虑 !
!" 由于振动过程中存在结构内能消耗，即使发生共振，机墩的振幅和应力都只能增大至一定限度，不会

无限增大 !只要机墩的振动不影响设备的正常运行，不危害运行人员的健康和不危及结构安全，可以容许把
某些条件下的共振尤其是高阶共振作为机墩的正常工作条件 !

#" 当函数 !"#"# 的自变量 "# $!$ %，并形状接近直线时，用能量法近似计算结构第一自振频率有足够的
精度；当 "# &!$ %时，机墩的位移沿墩高变化与线性的假设相差甚大，难以用能量法进行计算，宜用解析法
进行分析 !

$" 用能量法计算机墩的第一自振频率和振幅时，必须充公考虑机墩质量沿墩高分布的特点 !如果将墩
身的质量简单地简化为集中在墩顶的质点，其计算误差可能接近或超过计算参数选择不准确造成的误差，二

者叠加后会导致判断共振的常用条件（ ! $!’ $ ’ !% ( ’ !)）失准 !
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