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摘要：讨论了二次型在单位球面及其闭子集上的极值问题，并引入广义二次型的概念，利用正交变

换从两个方面推广了二次型的极值与其对应的特征值之间的关系 ’
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! 引 言

在二次型理论中我们有如下结论［!］：

命题 设 !（!）- !."! 是一个实二次型，其中 !. -（ "!，"(，⋯，"#），" 是一个实对称阵，设 " 的最大、

最小特征值分别为!#，!!，则 !（!）在单位球面 #：!!! $ "
#

% $ !
"(# % $ !上的最大值为!#，最小值为!!，即

/01
!$#

!（!）$!# /23
!$#

!（!）$!!

本文对此结果进行了进一步的探讨，并得到更一般的结论 &为此，先引入两个基本概念：
定义 ! 称 !（!!，!(，⋯，!’）- 45（!!，!(，⋯，!’）

."（!!，!(，⋯，!’）为实广义二次型，其中 !% -（ "! %，

"( %，⋯，"#%）
.为 # 维实向量，" 为 # 6 # 实对称阵，’ - !，(，⋯，# &

定义 " 设 $’ 是一个实 # 6 ’（’%#）阵，将 $’ 按列分块$’ -（%!，%(，⋯，%’），若满足内积（%%，%(）-"%(

（ %，( - !，(，⋯，’），则称 $’ 为 # 6 ’ 列正交阵 &
引理 设!% -（ )! %，)( %，⋯，)#%）

. 是实列向量，且（!%，!(）-"%(，%，( - !，(，⋯，*，则对于任给 +（!% +%
#），任给 *（!% *%#），有 )(

+! 7 )(
+( 7⋯ 7 )(

+*%! &
证明 将#!，#(，⋯，#* 看作 # 维欧氏空间&# 的标准正交向量组，则存在 &# 中向量!* 7 !，⋯，!# 使!!，

⋯，!*，!* 7 !，⋯，!# 是&# 的标准正交基，即对列正交阵（!!，!(，⋯，!*）必存在列正交阵（!* 7 !，⋯，!#）使 ’ -
（!!，!(，⋯，!*，!* 7 !，⋯，!#）是正交阵，由正交阵的定义知，对任给 +，!% +%#，有

)(
+! , ⋯ , )(

+* , )(
+，* ,! , ⋯ , )(

+# $ !
所以 )(

+! 7 )(
+( 7⋯ 7 )(

+*%! &证毕 &
由引理显然可得，任一 # 6 ’ 列正交阵其每行元素的平方和（即行向量的长度平方）小于等于 ! &

" 主 要 结 论
定理 ! 设 !（!）- !."! 是一个实二次型，" 的特征值分别为!!%!(%⋯%!#，则存在 " 的一组相互

正交的单位特征向量!!，!(，⋯，!#（分别对应于特征值!!，!(，⋯，!#），使得 !（!%）-!%（!% %% #），且 !（!#）

为 !（!）在单位球面 #：!!! - !上最大值，!（!!）为 !（!）在 # 上的最小值 &更进一步，对任一自然数 ’（! 8
’ 8 #），!（!）在有界闭集 #’ - 9:03｛!!，!(，⋯，!’｝&# -｛! ;（!，!%）- #，!$#，’ 7 !% %% #｝上取得最大
值 !（!’）-!’；!（!）在有界闭集 #’’ - 9:03｛!’，!’ 7 !，⋯，!#｝&# -｛! ;（!，!%）- #，!$#，!% %% ’ < !｝上
取得最小值 !（!’）-!’ &
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定理 ! 设 !! 是 "" 的任一 ! 维子空间，#! ! !!! $，其中 $ 为单位球面"%" ! "，二次型 #（%）!
%#&% 的特征值分别为!"#!$#⋯#!"，则

!! $ %&’
#!

｛%()
%$#!

#（%）｝$ %()
#"% !&"

｛ %&’
%$#"% !&"

#（%）｝

注 " 若 ! ! "，此时 #! ! $，则由定理 $的第 "个等式，!" ! %&’
#"

｛%()
%$#"

#（%）｝! %()
%$$

#（%）；

若 ! ! "，由定理 $的第二个等式，!" ! %()
#"

｛%&’
%$#"

#（%）｝! %&’
%$$

#（%），此即前述命题 ’

定理 # 设 & 是一 " 阶实对称阵，其特征值!"%!$%⋯%!"（为表写方便，此处特征值按由大到小顺序

排列），则

%()
’!$(（ !）

*+（’#
!&’!）$ &

!

( $ "
!(

%&’
’!$(（ !）

*+（’#
!&’!）$ &

!

( $ "
!"% ( &"

这里 (（!）是由所有 " , ! 列正交阵构成的集合，*+（&）代表 & 的迹 ’
证明 因为 & 为实对称阵，所以存在正交阵 )，使得

)#&) $ -&(.｛!"，!$，⋯，!"｝$ "
将 ) 分块，) !（)!，)" / !），其中 )! 为 " , ! 列正交阵，)" / !为 " ,（" / !）列正交阵，此时

)#
!&)! $ -&(.｛!"，!$，⋯，!!｝

所以

&
!

( $ "
!( $ *+（)#

!&)!）# %()
’!$(（ !）

*+（’#
!&’!） （"）

另一方面，设 ’! !（*"，*$，⋯，*!），则

*+（’#
!&’!）$ &

!

( $ "
*#

(&*( $ &
!

( $ "
（)#*(）

#)#&)（)#*(）

设 )#*( !（)" (，)$ (，⋯，)"(）
#，则

（)#*(，)#**）$（)#*(）
#)#** $ *#

())#** $ *#
(** $"(*

即（)#*"，)#*$，⋯，)#*!）构成一个 " , ! 列正交阵 ’此时

*+（’#
!&’!）$ &

!

( $ "
（!" )$" ( &!$ )$$ ( & ⋯ &!")$"(）#

!"&
!

( $ "
)$" ( &!$&

!

( $ "
)$$ ( & ⋯ &!!%"&

!
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)$!%"，( &!!（&

!

( $ "
)$!( &&

!

( $ "
)$!&"，( & ⋯ &&

!

( $ "
)$"(） （$）

由于 &
!

( $ "
)$!( &&

!

( $ "
)$!&"，( & ⋯ &&

!
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)$"( $ &

"
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!
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)$*( $ &

!
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&
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（$）式 $!"&
!
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!
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)$$ ( & ⋯ &!!%"&
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!!（" %&
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)$!%"，( &!!［! %&

!%"

* $ "
&

!

( $ "
)$*(］$

（!" %!!）&
!

( $ "
)$" ( &（!$ %!!）&

!

( $ "
)$$ ( & ⋯ &（!!%" %!!）&

!

( $ "
)$!%"，( & !!!

由引理知&
!

( $ "
)$*( # "（ * $ "，$，⋯，! % "），故上式小于或等于

（!" %!!）&（!$ %!!）& ⋯ &（!!%" %!!）& !!! $!" &!$ & ⋯ &!!
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即 !"（!#
!"!!）!"

!

" # $
!"，由 !! # #（!）的任意性，所以

%&’
!!##（ !）

!"（!#
!"!!）!"

!

" # $
!" （(）

由式（$）和（(）即证得定理 (的第一个等式，对第二个等式可类似证明，或对 ) " 利用上述证明过程即
可 $
注 ! 当 ! * $时，即得前述命题 $

注 " 当 ! # %时，对任意正交阵 !%，!"（!#
%"!%）$"

%

" # $
!"，因为此时 !#

%"!%与"相似，从而有相同的特

征值，相同的迹［+］$
注 # 一般地，若记矩阵 " 的属于特征值!"$

，!"+
，⋯，!"!
（$! "$ , "+ ,⋯ , "!!%）的所有特征向量所张成

的特征子空间为 $"$，"+，⋯，"!
（显然它是 %% 的 ! 维子空间），又记 #"$，"+，⋯，"!

为所有列向量均属于 $"$，"+，⋯，"!的 %
- ! 列正交阵的全体，则

!"（!#
!"!!）$"

!

& # $
!"&

!! # #"$，"+，⋯，"!

" 举 例

设二次型 ’（($，(+，((）* $$(+$ . /(++ . +(+( . $0($ (+ . 1($ (( ) +2(+ ((，其所对应的矩阵为

" #
$$ 3 +
3 / ) $2
+ )









$2 +

容易算出 " 的特征值分别为：!$ * ) 4，!+ * 4，!( * $3；对应的单位正交特征向量分别为

&$ #（) $
(，

+
(，

+
(）

# &+ #（ +
(，)

$
(，

+
(）

# &( #（ +
(，

+
(，)

$
(）

#

由定理 $，’（($，(+，((）在 $：(+$ . (++ . (+( * $上的最大值为 $3，最小值为 ) 4；

’（($，(+，((）在 $+：
(+$ * (++ * (+( # $
+($ * +(+ ) (( #{ 2

上的最大值为 4；

’（($，(+，((）在 $%+ ：
(+$ * (++ * (+( # $

) ($ * +(+ * +(( #{ 2
上的最小值为 4 $
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