
收稿日期：!"""!#$!#!
作者简介：赵启林（!"%&—），男，江苏淮安人，博士，水工结构专业 ’

非线性方程组的耦合神经网络算法
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摘要：提出一种权值耦合的前馈神经网络模型，并探讨利用它进行非线性方程组求解的可能性，给

出了具体的算法，最后求解了四个数值例子 ’算例表明，用神经网络算法求解非线性方程组时可获
得与解析法、牛顿法相同的结果 ’
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神经网络现在已成为国际上十分活跃的研究课题，它已被广泛地应用于各个领域，并且获得了极大的成

功 ’文献［!］利用线性方程组与神经网络在数学表达上的相似性，讨论了求解超定线性方程组的可能性，并且
取得了满意的结果 ’这种相似性对于非线性方程组已经不复存在 ’基于此，本文提出了权值发生关联的耦合
神经网络 ’实践证明，这一网络模型可用于非线性方程组的求解 ’

! 权值关联的耦合前馈神经网络
在传统的多层前馈神经网络中，各层连接权值与同层连接权值之间都是独立变化的，即在基于梯度法求

解目标函数极小值时，权值修正是互不影响的 ’这一模型在实际应用中不仅能较好地解决一部分问题，同时
也能在一定程度上反映神经元的自学习特性［&］’但现代脑科学研究发现，同层神经元之间也会相互影响［.］’
为了反映这一特性，我们通过权值耦合的方法，提出了一种新的网络模型———耦合前馈神经网络模型 ’为了
说明这一模型，我们首先给出基权和关联权的概念 ’

" / 基权 !" #权值本身是独立的，即通过网络的学习实现自身的调整 #其学习表达式为 !"（ $ 0 !）1 !"（ $）
2!"!"（ $），其中!为修正系数 #

图 ! 耦合神经网络模型
#$%&! ’()*+ (, -(./+$0% 0*.1"+ 0*23(14

5 / 关联权 !% #权值本身是某一基权或几个基权的函数：!% 1
&（!"）#它的调整通过基权的调整来实现，可用下式表达：

!%（ $ ’ !）( &%（!"（ $ ’ !））( &%（!"（ $）)!"!"（ $）） （!）
一个网络模型中，可以没有关联权，但至少应有一个基权 #没有

关联权只有基权的耦合神经网络模型则可转化为传统的网络模型 #
一个典型的二层耦合前馈神经网络模型如图 !所示 #这是一个多输
入、单输出的网络模型，有 * 个基权，即 !"+（ + 1 !，⋯，*），, 个关联
权，即 !%+ 1 &%+（!"!，⋯，!"*）# - 为输出单元的处理函数，- (

-（!
*

+ ( !
!"+.+ ’ !

,’ *

+ ( *’!
!%+.+）#它与传统的神经网络模型相似 #其学习与

训练的基本思路是：将输入加到网络上（图 !），对每个输入向量 !/ (（0/!，0/&⋯，0/（*’ ,））计算其输出 1/，而

后按式

!"+（ $ ’ !）( !"+（ $）’"!"+（ $） （&）

"!"+（ $）(!"
2

/ ( !
（3/ ) 1/）·./+ （.）

修正每个基权 !"+的值，按
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!"#（ $ % !）& ’"#（!(#（ $ % !），⋯，!)*（ $ % !）） （"）
修正每个关联权 !"#的值 +
式（#）中：!———训练速率系数，一般取!!（$，!）；,-———样本 - 的理想输出，.-———实际输出；/———总

样本数 +
其算法实施的步骤如下：

! +将所有基权随机置值，并根据（"）式计算关联权的权值 +
" +加入每个输入向量 !-，计算相应的每个输出 .-：

.- & 0（"
*

# & !
1#!)# %"

2

# & !
1*% #!"#） !"# & ’"#（!)!，⋯，!)*） - & !，⋯，/ （%）

# +计算基权的调整值 !!)#（ $）&!#
/

- & !
（,- 3 .-）·1-# （&）

$ +调整基权 !)#（ $ % !）& !)#（ $）%!!)#（ $） （’）

% +调整关联权 !"#（ $ % !）& ’"#（!)!（ $ % !），!)(（ $ % !），⋯，!)*（ $ % !）） （)）

& +判断是否达到误差要求，达到停止，否则回到 * +

’ 非线性方程的神经网络算法
设有一非线性方程组为

4!! 5! % 4!( 5( % ⋯ % 4!*5* % 4!（*%!）’$!（5!，⋯，5*）% ⋯ % 4!（*% 2）’2（5!，⋯，5*）& ,!

4*! 5! % ⋯ % 4**5* % 4*（*%!）’$!（5!，⋯，5*）% ⋯ % 4*（*% 2）’2（5!，⋯，5*）& , }
*

（+）

式中：5!，⋯，5*———基本变量；’#（5!，⋯，5*）———基本变量的函数项 +
分析这一非线性方程组可知，如果以系数向量 "# ,（4#!，⋯，4#*，⋯，4#（* - 2））作为输入向量，对一有 * 个

基权、2 个相关权的二层耦合前馈神经网络进行学习，则其输出 .# 应为

.# & 0（#
*

/ & !
4#/!)/ % #

*% 2

/ & *%!
4#/!"/）& 0（"

*

/ & !
4#/!)/ % #

*% 2

/ & *%!
4#/’"/（!)/，⋯，!)*）） （!$）

若取 0（5）& 5，则式（!$）变为 .# & "
*

/ & !
4#/!)/ % #

*% 2

/ & *%!
4#/’"/（!)/，⋯，!)*） （!!）

比较式（+），（!!）可以看出，这两式在数学表达上完全相似，因此完全可以用这一耦合神经网络模型求解非线
性方程组 +其设计思路是：用 * 个基权对应方程组中的 * 个基本变量一次项或单变量项、2 个关联权对应2
个基本变量的函数项，然后构成一个有 * - 2 个输入、一个输出的耦合前馈神经网络；以方程组中的系数向
量 "# ,（4#!，4#(，⋯，4#（* - 2））与数值 ,# 作为神经网络中的输入和输出的训练对；通过这些训练对反复对网

络进行学习，直到权向量 # ,（!#!，⋯，!#*）满足理想输出 ,# 为止 +

( 数 值 算 例
为验证算法求解非线性方程组的可行性，现给出几个算例 +
例 ) 非线性方程组为

#5! % "5( % %5! 5( & !
%5! % 5( % "5! 5( &{ ’

这里!取 $.$$$)，输出整体误差 6$取 $.$$$$%，则基权为 !! , 5!，!( , 5(，关联权为 !# , 5! 5(，训练的
输入样本 5! ,（#，"，%），5( ,（%，!，"），输出样本 7! , !，7( , ’ +按神经算法求得的解如表 !所示 +
例 ’ 非线性方程组为

"5(! % 5(( % (5! 5( 3 5( & (

(5(! % 5(( % #5! 5( &{ !

!取 $.$$$"，输出整体误差 6$ , $.$$$$%，则基权为 !! , 5(，!( , 5! 5(，关联权为 !# , !(
!，!" ,（

!(
!!
）(，

训练的输入样本 5! ,（ / !，(，!，"），5( ,（$，#，!，(），输出样本 7! , (，7( , ! +按神经算法求得的解如表 (所
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示 !
表 ! 例 !的解值

"#$%& ! "’& ()*+(,& (- *’& -./0* &1#,2%&
方法 "! ""
神经算法 "#$%&!% ’ $#%())%*
解析法 " !$)&+" ’ $ !%&%&%&

表 3 例 3的解值
"#$%& 3 "’& ()*+(,& (- *’& 0&+(45 &1#,2%&
方法 "! ""
神经算法 $ ’ $#++)"&(
解析法 $ ’ !

例 6 非线性方程组为
"" # ,-."! $ "#"

/"! # """ ${ )

!取 $#$$$*，输出整体误差 %$ 0 $#$$$$(，则基权为 &! 0 "!，&" 0 ""，关联权为 &% 0 ,-.&!，&/ 0 &"
"，训

练的输入样本 "! 0（$，!，!，$），"" 0（/，$，$，!），输出样本 ’! 0 "#"，’" 0 ) !按神经算法求得的解如表 %所示 !
例 7 非线性方程组为

/""! # """ # ""! "" ( "" $ "

"""! # %"! "" # """ ${ %

!取 $#$$*，整体误差 %$ 0 $#$$$(，则基权为 &! 0 ""，&" 0 "! ""，关联权为 &% 0（
&"
&!
）"，&/ 0 &"

!，训练的

输入样本 "! 0（ ’ !，"，/，!），"" 0（$，%，"，!），输出样本 ’! 0 "，’" 0 % !神经算法与牛顿法的对比见表 / !
表 6 例 6的解

"#$%& 6 "’& ()*+(,& (- *’& *’./5 &1#,2%&
方法 "! ""
神经算法 !#//&"" !#!$**)
解析法 ! !%)*+$ ! !"!*%$

表 7 例 7的解
"#$%& 7 "’& ()*+(,& (- *’& -()/*’ &1#,2%&
方法 "! ""
神经算法 $#/++(% !#$$/%$
牛顿法［/］ $#( !#$

因目前还没有正确确定!值的理论依据
［!］，所举算例的!值都是根据经验和在反复试验的基础上确定

的 !

7 结 束 语
本文提出的耦合神经网络模型是传统的前馈神经网络模型的一种推广，为解决非线性方程组之类的问

题开辟了一种新的途径 !但它自身与传统神经网络模型的异同点及其收敛性、多值问题有待进一步研究 !
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