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城市污水排放的灰色马尔柯夫预测模型
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摘要：应用数据加载法提出了 )*（!，!）的修正模型，通过灰色预测法和马尔柯夫链预测法的耦合，
建立了城市污水排放量的灰色马尔柯夫预测模型 &灰色马尔柯夫预测模型具有灰色系统应用少量
数据即可建模，以及马尔柯夫链预测可以预测数据值波动较大的序列的特点 &计算结果表明，城市
污水排放量的预测值很好地吻合了实际值 &
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我国学者邓聚龙［!］提出灰色理论以来，灰色预测已广泛地应用于许多科学领域，如农业、经济、运输、气

象等 !灰色系统是指信息不完全和不确定的系统，它介于信息完全确定的白色系统和信息完全未知的黑色系
统之间 !从系统论的角度出发，一个区域（如某一城市）的环境系统可以看作为一个灰色系统，其环境因子可
应用灰色理论进行预测 !灰色系统理论在环境科学领域的应用［’］亦比较广泛，如大气污染、城市固体废弃物、
水环境质量等的预测［. / $］!城市污水排放量的预测同其它环境因子的预测一样，由于历史数据时间序列短且
波动较大，因此预测精度相对较差 !本文通过灰色预测法和马尔柯夫预测法的耦合，建立了灰色马尔柯夫预
测模型，并对城市污水排放量的预测问题进行了探讨 !

! 一般的 "#（!，!）模型
现用 )*表示灰色模型（)012 *3415），则关于一阶模型、一个变量的情况可记为 )*（!，!）!一般的 )*（!，

!）模型的基本思想是，对原始无明显规律的时间序列｛"（#）（ #）｝（ # 6 !，’，⋯，$）作一次累加生成，得到序列

"（ #）% !
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& % !
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弱化原序列中的随机性，然后建立时间连续微分方程

4’
4 # ( )’ %! （!）

式中 )，!为参数 !解上述微分方程得时间响应模型

*’（ # ( !）%（’（#）（!）+ !) ）1
+ )# ( !) （’）

设方程的参数向量 !" 6［)，!］
7，可由最小二乘法求解模型的参数 )，!，即

!" %［)，!］
7 %（#7，#）·#·$$

式中 # 为累加生成矩阵，$$ 为向量，二者的构造分别为
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!! "［#（!）（"） #（!）（#） ⋯ #（!）（!）］$ （%）
式中：#（!）（ $）———第 $ 年的原始数据；#（ $）———第 $ 年的一次累加生成值 %
令 & & ’，"，⋯，! ( ’，由（"）式可求得 ’#（!）（ & ) ’），即 ’#（"），’#（#），⋯，’#（!），从而有序列｛’#（ & ) ’）｝%
’#（ & ) ’）是一次累加量，还需求出还原值 ’#（!）（ & ) ’），即

’#（!）（ & ( ’）" ’#（ & ( ’）) ’#（ &） （*）
由模型求出还原值后，还必须对灰色模型的精度进行检验 %通常用小误差概率 * 和后验差比值 + 进行

模型精度检验 %将合格模型用于预测，并用实际值进行预测精度检验 %

! 数据加载的 "#（$，$）模型
对同一灰色过程而参数不同的时间序列来说，其信息系统是相互影响的，由于受各种因素的影响，一些

参数值表现出较大的波动性，另一些参数值则波动性较小 %将波动性较大的数据序列加载于波动性较小的数
据序列，得到新的数据序列 %此数据序列波动性相对较小 %在此基础上建立 +,（’，’）模型并对模型进行检验，
然后进行预测 %
!%$ 建模方法

&’ 设某灰色过程为!，其原始序列为｛#（!）,，$｝（ , & ’，"，⋯，-；$ & ’，"，⋯，!），（其中 - 为灰色过程!的原

始序列总数，! 为每一原始序列｛#（!）, ｝的时间序列长度），则!可用矩阵表示如下：
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首先对原始序列｛#（!）,，$｝进行初始化处理得到新的序列

｛#.（!）,，$｝"｛#
（!）
,，$｝/ #
（!）
,，’ （ $ " ’，"，⋯，!）

然后对初始化后的序列｛#.（!）,，$｝按照一般的 +,（’，’）模型进行处理，并用小误差概率 *, 和后验差比值 +, 对

每一模型进行精度判别（表 ’），精度达到 ’级的模型可直接用于预测，对于精度未达到 ’级或不合格的模型
则进行数据加载处理 %

表 $ 模型精度等级判别
(&)*+ $ ,-./+-.& 01- 213+* 4-+5.6.17

检验参数 ’级（良好） "级（合格） #级（勉强） %级（不合格）

小误差概率 * ! %-*!* ! %.!!* / ! %-* ! %0!!* / ! %.! * / ! %0!
后验差比值 + ! %#*"+ ! %#* / +!! %*! ! %*! / +!! %1* + 2 ! %1*

)’ 假定某一初始化原始序列｛#.（!）0，$｝（’! 0!-）所建模型达到了最佳精度，而另一初始化原始序列

｛#.（!）1，$｝（’!1!-，0#1）所建模型的精度较差，此时可将｛#.（!）1，$｝序列加载于｛#.
（!）
0，$｝序列以构成新的序列

｛#.（!）2，$｝"｛#.
（!）
0，$｝(｛#.

（!）
1，$｝

然后以新构成的时间序列｛#.（!）2，$｝，按照一般的 +,（’，’）模型进行建模，并用小误差概率 *2 和后验差比值 +2

对模型进行精度检验 %由｛#.（!）2，$｝序列所建模型的精度好于｛#.
（!）
1，$｝序列所建模型的精度 %

由新构成的时间序列｛#.（!）2，$｝和初始化原始时间序列｛#.
（!）
0，$｝所建模型分别进行对应于初始化原始时间序

列｛#.（!）1，$｝的未来时段的预测，即有

#.3（!）1，" "（#.3（!）2，" ) #.3（!）0，"）3 #（!）1，’

式中："& ! ) ’，! ) "，⋯，4；#.（!）1，"———｛#.
（!）
1，$｝时间序列未来时段的预测值；#.3（!）2，"———｛#.3（!）2，$｝时间序列未来时

段的预测值；#.（!）0，"———｛#.
（!）
0，$｝时间序列未来时段的预测值 %

最后用实际值对预测值进行检验 %
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表 ! 污水排放量及用水总量
"#$%& ! ’&(#)& *+#,-#)& #-* ./.#%

(#.&+ 0/-1234.,/- 万 ! " #
年份 污水排放量 用水总量

$%&’ &()( !(* $’+&(& !,
$%&, &()+ !(* $’$%%& !-
$%&& &++) !,- $’$(-) !)
$%&% &*’( !$) $’)$$& !(
$%%( &*,* !+* $’+’’’ !$
$%%$ &+$( !)% $’+’%( !*
$%%) &$-, !*& $’*’%$ !%
$%%+ &$&, !%, $’,)** !’
$%%- &+,$ !&* $’%,%- !-
$%%* &*** !’’ $,&-%& !’
$%%’ &’%( !*’ $&&-’& !*

!5! 模型实例
城市给排水系统中的用水总量与污水排放量密切相关，可视为同

一灰色过程：在同一时间序列内用水过程的同时即排放污水 !现以包
头市城市用水总量和污水（工业废水 . 生活污水）排放量为例，以
$%&’ / $%%*年数据构成时间序列（表 )），按上述方法进行建模，结果
及比较见表 + !由表 +可看出，用水总量的预测模型精度较高，小误差
概率 " 和后验差比 # 达到 )级，可用于未来时段预测 !而污水排放量
的预测模型精度较低，小误差概率 " 和后验差比 # 为 +级，经数据加
载后，模型精度得到改善，小误差概率 " 和后验差比 # 达到 )级，以
$%%’年的实际数据进行检验，预测结果为 &**’0-*万 ! " #，相对误差为
(0-(1，而未经数据加载时的相对误差为 )0+*1 !由此可见，污水排放
量数据加载于用水总量模型后，所建模型的精度及预测精度较好 !

表 6 结果比较
"#$%& 6 7/34#+,1/- /8 +&12%.1

项目 模型 小误差概率 " 后验差比 #

用水总量 $%&$（ ’ . $）2 %( !%)*(%3( !($(’$’$- ’ 4 &% !%)*(% ( !%( ( !-*
污水排放量 &$（ ’ . $）2 $%$$ !--3( !(((*-*’), ’ 4 $%$( !-- ( !,$ ( !*$
数据加载 &$（ ’ . $）2 +’, !*’’’3( !((*-’-+(- ’ 4 +’* !*’’’ ( !&+ ( !-’

6 灰色马尔柯夫预测模型

659 马尔柯夫预测模型
马尔柯夫链预测的理论基础是马尔柯夫过程，它描述的是一个随机时间序列的动态变化过程［+］!根据马

尔柯夫链，将数据序列分成若干状态，以 ($，()，⋯，() 来表示，按时序将转移时间取为 ’$，’)，⋯，’) ! "
（ *）
+，,表示

数据序列由状态 (+ 经 * 步变为 (, 的概率，即

"（ *）
+，, -
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+，,
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（’）

式中：)（*）
+，,———状态 (+ 经 * 步变为 (, 的次数；.+———状态 (+ 出现的总次数 !则 * 步状态转移概率矩阵为
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若初始状态 (+ 的初始向量为"
（(），则经 * 步转移后，向量

"（ *） - "（(）·!（*） （&）
65! 灰色马尔柯夫预测模型
运用上述马尔柯夫预测模型，以 $%&’ / $%%*年包头市污水排放量为时间序列，建立灰色马尔柯夫预测

模型，并用实际值（$%%’年）进行检验 !
#: 对原始序列 0（(）+（ + 2 $，)，⋯，)）建立 56（$，$）模型，得到时间响应函数式

&$（ ’ 1 $）- $ %$$ !--3( !((( *-* ’), ’ 2 $ %$( !-- （%）
令 &$（(）（ ’ 1 $）- &$（ ’ 1 $）2 &$（ ’） （$(）
由式（%），（$(）可求得趋势拟合值 &$（(）$（ +）（ + 2 $，)，⋯，)）、一次残差

!$$（ +）- &$（(）$（ +）2 $（ +） （$$）

及相对差值
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!!!（ "）# !
$!（ "）

%$（"）!（ "）
（!#）

将式（!#）所得结果填入表 $ &
!" 对相对差值序列建立马尔柯夫模型，求出拟合值!!!，确定状态概率转移矩阵 &由于对城市用水总量

和污水排放量进行预测时，状态界限是不确定的，求式（%）时，采用适算法 &即：选取一组临界值，将已知相对
差值序列代入式（$），然后求出概率转移矩阵，并用已知数据进行检验，符合率高的为选用转移概率矩阵 &本
例如选取 & !’，& " &!’，" &!’，!’为界限，将相对差值序列划分为 (个区间（表 )），则可得到本例的相对差
值序列所处的状态（表 (）&

表 # 概率状态划分
$%!&’ # ()*)+),- ,. /0’ 12,!%!)&)/3 +/%/’+

概率区间 & * + & !’ & !’ + & " &!’ & " &!’ + " &!’ " &!’ + !’ !’ + , *

状态 " # $ % &

表 4 相对误差概率状态划分
$%!&’ 4 52,!%!)&)/3 +/%/’+ ,. 2%&%/)*’ ’22,2

年份 !-.$ !-.% !-.. !-.- !--" !--! !--# !--/ !--) !--(

状态 # " % & & # " " # &

由表 (及式（$），（%）可得一步、二步、三步、四步、五步状态概率转移矩阵，由式（.）可得

’（ "） # !
(

( # !
’（ " ) (）·*（ (） （!/）

6" 用 01（!，!）模型求得预测趋势后，对相对差值进行马尔柯夫修正，可得到二次拟合值，进而可求得二
次残差（表 $）&

表 7 灰色马尔柯夫模型预测计算
$%!&’ 7 8%&69&%/),- ,. /0’ :2’3 ;%2<,*)%- 12’=)6/)-> ?,=’&

时序 实际值

01（!，!）模型 马尔柯夫模型

一次拟合值 相对差值
拟合

相对差值

二次

拟合值

二次拟合

残差

二次相对

差值 + ’

!-.$ ."#"2"( .#.$2)( & "2"/ & !’ + & "2!’

!-.% ."#/2"( ./"$2(- & "2(/ & * + & !’

!-.. .//#2%) ./#$2/$ "2". "2!’ + !’

!-.- .($"2!# .#.%2/- /2!- !’ + , *

!--" .(%(2/( ./$$2"$ #2)) !’ + , *

!--! ./!"2#- ./.(2-. & "2-! & !’ + & "2!’ ./"#2!# .2!% "2"!

!--# .!)%2(. .)"(2-( & /2!% & * + & !’ ./#!2.- & !%)2/! & #2!)

!--/ .!.%2-% .)#(2-% & #2-! & * + & !’ ./)!2%! & !(/2%) & !2..

!--) ./%!2.( .))$2"/ & "2.- & !’ + & "2!’ .)("2)- & %.2$) & "2-)

!--( .(((2$$ .)%$2!/ "2-( !’ + , * .($"2-" & (2#) "2"$

!--$ .$-"2($ .).$2/" #2/( !’ + , * .(.#2!$ !".2)" !2#)

=" 对所建立的灰色马尔柯夫模型进行小误差概率 , 和后验差比 - 的检验，检验合格后即可用于预测 &
本例中的 , 3 " &-"，- 3 " &/.，因此模型精度合格，可用于预测 &如 !--$年的预测值为 .(.# &!$，用实际值进行
检验，则相对误差为 ! &#)’，其精度有很大改善，见图 ! &
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图 ! 实际值与拟合值比较
"#$%! &’()*+#,’- ./01//- 02/ 3#0 4*56/ *-7 +/*5 4*56/

8 结 语

本文运用灰色理论和马尔柯夫理论建立了城市污水

排放量灰色马尔柯夫预测模型 !本方法所建模型的特点
是，可运用少量的数据建模，可预测数据波动较大的序

列 !灰色马尔柯夫预测模型在实际应用时，可作为动态模
型，即每获得一个新的信息（实际值，非模型预测值），可

按照本文所述方法建模，并进行未来时段的预测 !本文还
通过数据加载法建立了数据加载 !"（#，#）修正模型，预
测结果较好 !
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