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摘要：利用 *+,-./01体系下的分离变量法，对可用传统分离变量法分离变量的一类偏微分方程进行
了求解，得到了完全相同的结果，从而说明了 *+,-./01体系下分离变量法的正确性和潜在能力，为
*+,-./01体系下分离变量法的广泛应用打下了基础 ’
关键词：*+,-./01体系；分离变量法；偏微分方程
中图分类号：2!$3 文献标识码：4 文章编号：!###!!")#（%###）#&!##%$!#3

在数学物理方程中，对一类偏微分方程，如有界弦振动方程、调和方程等，传统的分离变量法是一种十分

有效的求解方法［!］’然而，对于非 5/67,89-07:-.;问题，由于不能保证基底函数族的正交完备性，则显得无能为
力［%］’为了克服这个困难，钟万勰教授引入了 *+,-./01体系，然后在 *+,-./01体系下采用分离变量法［(，<］，取
得了较好结果 ’并在此基础上具体研究了非自共轭二阶椭圆型方程的广义解析解和半解析法［3，&］，数值精度
较高 ’然而，对于可进行传统分离变量的微分方程能否用 *+,-./01 体系下的分离变量法求解并没有进行研
究，本文则对此作一讨论 ’

) 有界弦的自由振动
有界弦的自由振动定解问题为
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则式（<）变为 !!
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此式即为原微分方程在 *+,-./01体系中的表示 ( " 为 *+,-./01算子矩阵，其本征值正负成对出现，本征向量
相互辛正交［(，<］(
现在使用分离变量法 (设
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首先求解式（’）的本征问题 ’考虑式（!）的边界条件，通过推导可得非零解为
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式中 (为虚数单位 ’ 这里没有考虑积分常系数，下面一同考虑 ’将式（!)）代入式（&）可解得
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根据叠加原理最后可得

! % !
.

" % -.
!"#" % !

.

" % !
（!"&" , !- "）# - " % #（$）%（ #） （!/）

式中 #（$）%［&!，&"，⋯，&-!，&-"，⋯］ %（ #）%［!!，!"，⋯，!-!，!-"，⋯］
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在式（!/）中还有常系数 +" 必须确定，这必须利用式（!）中的初始条件 ’将初始条件代入式（!/），有
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从式（!"）可以看出，%（)）3［+!，+"，⋯，+ 4 !，+ 4 "，⋯］
0 为由常系数组成的列阵，因此，只要确定出 %（)）列

阵，问题就得到解决 ’为此对式（!2）两边分别乘以 #0& 并积分，有
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式中 & %
) !
-[ ]! )
为辛几何中的度量矩阵 ’根据 567(89-+算子矩阵本征向量的辛正交关系（事实上根据直

接计算也可得到）
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展开式（!#），则可求得
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0 的表达式与传统的分离变量法结果完全一样 ’此外，这里还得到了$的表达式，这是传统的分离变量法所
做不到的，通过直接验算可知$表达式也完全正确 ’
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! 有界弦的强迫振动
有界弦的强迫振动定解问题为
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同样，首先将微分方程引入 #$%&’()*体系，有
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设解仍具有式（+,）的形式，且 #, 仍如式（++）所示，此时式（!"）中的边界条件显然满足，将式（+,）代入式（!+）有

# -$
- " # "#$ &

"
’ + ${ }! （!!）

根据式（.）有 "# % #& （!,）
其中 &为有!, 组成的对角元矩阵 -将式（!,）代入（!!）可得
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将右端项辛级数展开，即令
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其中 ’ 1［/+，/!，⋯，/ 2 +，/ 2 !，⋯］
3为展开系数列阵，与上面一样，两边分别乘以 #3( 并积分，利用辛正交

关系式（+4）可求得
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写成单个方程为
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求解可得
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根据式（!"）中的初始条件易求得 0,（"）1 "，从而得 2, 1 "（, 1 9 +，9 !，⋯）-将式（!.）代入式（+,）最后可求
得
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结果也与传统的分离变量法一样 -
上面讨论的都是齐次边界条件情况，对于非齐次边界条件，则可和传统的分离变量法一样，首先进行边

界条件齐次化，然后再用上面的方法求解 -其过程不再赘述 -

" 调 和 方 程
调和方程的定解问题为
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则经过推导可得类似式（%）的表达式，只不过式中 ( 变为 $，
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仍是一个 &’()*+,-算子矩阵，设
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结合式（$#）中 " 边界条件，可求得式（$%）的非零解为
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将式（$1）代入（$0），可求得
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现在还必须根据式（$#）中 $ 的边界条件确定 .+，为此将边界条件改写为
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式中$#（"），$!（"）目前是两个未知函数，暂且当作已知，在后面的推导中可看到实际它们被消去 /
将（.!）两式中的右端辛级数展开
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将式（."）（.$）代入（.!），可得
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从而可解得 )"，) & "，这样最后解为
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结果与传统的分离变量法完全一样 -
对于泊松方程，则与第二节类似，其右端项可用辛级数展开后再求解，对于 + 边非齐次边界条件，则可

进行齐次化 -有了这些方法，就可以求解一类广泛的非齐次边界条件的泊松方程 -

! 结 束 语
在文献［%，+］中，虽然对二阶椭圆型方程进行了 ,-.)/01*体系下的分离变量，但最后确定积分常数仍是

用变分方法，而不是像传统的分离变量法直接确定积分参数，因此并不是完整的分离变量法 2另一方面，
,-.)/01*体系下的分离变量法是否适合和正确，尤其解是否收敛，虽然也有文献［3］进行了讨论，但还是没有
得到数学上的严格证明 2而本文则通过了一类可进行传统分离变量的偏微分方程采用了 ,-.)/01*体系下的
求解，不但得到了原变量，同时还得到了对偶变量，且结果完全与传统的分离变量法的结果一样，从一定程度

上说明了 ,-.)/01*体系下的分离变量法的可行性和正确性 2
,-.)/01*体系下的分离变量法的研究还仅仅是开始，但已显示出一定的优越性，尤其在弹性力学中，得

到了一些传统逆解法不易得到的结果［4］，逐渐形成了新的体系［5］2相信随着研究的深入，必将给我们解决目
前一些难以解决的问题提供更多的机会 2
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