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连续参数集值下鞅的轨道连续性
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摘要：给出了连续参数集值下鞅的两个等价条件：（)）｛!"，! "；" ! #$｝存在弱右连续修正；

（*）｛"!!"+%；" ! #$｝为弱右连续的 ’其次给出了连续参数集值下鞅存在轨道为弱右连续及 ,’-’

右连续修正的 ./011234引理，最后在 5)6)78空间为自反的条件下，给出了连续参数集值下鞅存在 ,’
-’右连续修正的充要条件 ’
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! 概念和记号
设（!，! ，"）为一完备的概率空间，#为实可分的 5)6)78空间，范数为#·#，对偶空间为 &$ ，记

’（(）)（ *）（&）<｛+%&；+ 非空，（弱）闭（凸）｝

’（(）,（ *）（&）<｛+%&；+ 非空，（弱）紧（凸）｝

对于任意的 + ! ’)（&），记

#+# < =>?｛#-#；-!+｝
" !（&）<｛!!’)（&）)’ 3 .；! 可测且 /#!# @ A｝

" !
)* （&）<｛!!’)*（&）)’ 3 .；!! " !（&）｝

" !
(,*（&）<｛!!’(,*（&）)’ 3 .；!! " !（&）｝

对于任意的 -$ ! &$，+ ! ’)（&），称

$（-$，+）< =>?｛@ -$，- B；-!+｝
为 + 的支撑函数 .
如果 !：!& ’)（&）为随机集，则 ! 的积分为

"!!+% <｛"!)+%；)!0!!｝

其中"!)+% 为 5078634积分，1!（!，&）是!& & 的 5078634可积映射全体，0!! 2 ｛) ! 1!（!，&）；)（%）!

!（%）（)’ 3 .）｝.
设 ! 为随机集，若有一随机集 #（! 3 ! ），满足

0!#（! 3 ! ）（ ! ）< 71｛/（ ) 3 ! ）；)!0!!｝

则称 #（! 3 ! ）为随机集 ! 关于 ! 的条件期望 .
对于 +4，+ ! ’)（&），-$ ! &$ ，记

5 C 1D2+4 <｛-!&；’-4!+4，= ’ E . -4&
5
-｝

( C 1D2+4 <｛-!&；’-4,!+4,
，= ’ E . -4,&

(
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显然有 ! " !"##$! % " !"##$ ，若有 ! " !"##$ & # & % " !"##$ ，则称｛#$，$" $｝在 %&’()*+,-" . /*,0*意义

下收敛到 # ，记为 #$ #
’( )(

# ；若有 !"#
$#1
!（*$，#$）&!（*$，#），则称｛#$，$ " $｝弱收敛到 # ，记为 #$ #

%
# (

! 连续参数集值下鞅的轨道连续性
｛! +；+ % ,- &〔2，1）｝为 ! 的上升子!域流，满足通常条件：
（(）& !，+ % ,-，! ’ +，有 ! !! ! +；

（3）! 2包含 ! 中一切"零测集；
（0）& + % ,-，有 ! + & (

. / +
! .(

随机集族｛0+；+% ,-｝，若有!（*$，0+）#!（*$，0），+# 1，(4 5 (，&*$% 1$ ，则称｛0+；+% ,-｝弱

收敛于 0 ，记为 0+ #
%
0，(4 5 ( ；若对任意 +$# 1 ，有 0+$ #

’ ( )(
0，(4 5 ( ，则称｛0+；+% ,-｝在 %&’()*+,-" . /*,0*

意义下收敛到 0 ，记为 0+ #
%4/4

0 (
定义 适应族｛0+，! +；+% ,-｝为闭凸集值随机集族，且 2)0+) 3 1 ，若对任意 !，+% ,- ，当 ! 3

+ 时，有
0! ! "（0+ 4 ! !），（(4 5 (）

则称｛0+，! +；+ % ,-｝为闭凸集值连续下鞅 (
定理 " 1$ 可分，｛0+，! +；+ % ,-｝为闭凸集值下鞅，则下述两条件等价：

（(）｛0+，! +；+ % ,-｝存在弱右连续修正；

（3）｛*#0+65；+ % ,-｝为弱右连续的 (

证明：由弱右连续定义有（(）等价于&*$ % 1$，｛!（*$，0+），! +；+ % ,-｝存在右连续修正，又由于

｛!（*$，0+），! +；+% ,-｝为实值下鞅，由文献［$］定理 7 (8可知（(）与｛*#!（*$，0+）65；+% ,-｝为右连续等

价，又由文献［9］性质 8 (:有（(）与（3）等价 (
下述定理为实值 ;<*!!#5’引理在集值关于弱右连续情形下的形式 (
定理 ! 1$可分，｛0+，! +；+% ,-｝为弱紧凸集值下鞅，6为,-中一可数稠子集，0+! 7% 8%9:（1），

任给 + % ,- ，则存在弱紧凸集值下鞅｛;+，! + -；+ % ,-｝满足：

（(）｛;+；+ % ,-｝的所有轨道为弱右连续的，且对几乎所有的$，对一切 + % ,- ，有

!（*$，;+（$））# !"#
!%6，!+ +

!（*$，;!（$））

（3）对几乎所有的$，对一切 + % ,-，&*$ % 1$

!（*$，0+）’!（*$，"（;+ 4 ! +））

（0）｛;+，! + -；+ % ,-｝为弱紧凸集值下鞅 (
证明：令 6$ &｛*$$，*9$，*8$，⋯｝，&*<$ % 6$，有｛!（*$，0+），! +；+% ,-｝为实值下鞅，由文献［8］

= > (:定理9存在下鞅｛=+（*<$），! + -；+ % ,-｝满足：

（(）｛=+（*<$）；+% ,-｝的所有轨道右连续，,>（*<$），8（>（*<$））& 2，当$%# ? >（*<$），对一切
+ % ,- 有

=+（*<$）@ !"#
!%6，!+ +

!（*<$，0!（$））；

（3）对一切 + % ,-，!（*<$，0+）’ 2（=+（*<$）4 ! +）；

（0）｛=+（*<$），! + -；+ % ,-｝为下鞅 (

令 > &-
1

< & $
>（*<$），有 8（>）& 2，当$%# ? > 时，对一切 + % ,- 有

=+（*$）@ !"#
!%6，!+ +

!（*$，0!（$）），&*$%6$

于是存在 ;+ % 8%9:（1），, 4 ) (

!（*$，;+（$））@ !"#
!%6，!+ +

!（*$，;!（$）），&*$%1$
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!（!!，"#（"））! $#（!!），"!!#%!

故易知｛"#；# # &’｝的所有轨道为弱右连续的 (
对一切 # # &’，"!! # )! ，有

!（!!，*#）$+（!（!!，*#）, ! #）!!（!!，"（"# , ! #））

于是有

!（!!，*#）$!（!!，"（"# , ! #）），"!!#%!

故有

*#% "（"# , ! #）

由｛$#（!-!），! # ’；# # &’｝为下鞅，"!! # )! ，有｛!（!!，"#），! # ’；# # &’｝为下鞅，故有

!（!!，".）$+（!（!!，"#）, ! . "），"!!#)!，" .，##& "，. # #
所以

!（!!，".）$+（!（!!，"#）, ! . "）!!（!!，"（"# , ! . "）），"!!#%!

从而有

".% "（"# , ! . "）

即｛"#，! # ’；# # &’｝为弱紧凸集值下鞅 (
由于｛! #；# # &’｝满足通常条件，在上述定理中事实上 ! # ’ / ! # (
类似于上述定理的讨论，易有下述 $%&%右连续情形的形式 (
定理 ! % 自反，%! 可分，｛*#，! #；# # &’｝为弱紧凸集值下鞅，) 为 &’ 中一可数稠子集，且" # #

&’，*# % 0，0：#& 1234（%），则存在弱紧凸集值下鞅｛"#，! # ’；# # &’｝满足：

（’）｛"#；# # &’｝的所有轨道为 $%&%右连续的，且对几乎所有的"，对一切 # # &’ ，有

*.（"） &
$%&(

.#)，.’ #
"#（"）

（(）对几乎所有的"，对一切 # # &’，"!! # %! ，

!（!!，*#）$!（!!，"（"# , ! #））

（)）｛"#，! # ’；# # &’｝为弱紧凸集值下鞅 (
定理 " % 自反，%! 可分，｛*#，! #；## &’｝为弱紧凸集值下鞅，且存在 0# 1234（%），* % + ( *# % 0 ，

任给 # # &’ ，则下述两条件等价：

（’）｛*#，! #；# # &’｝存在 $%&%右连续修正；

（(）｛(#*#,5；# # &’｝为 $%&%右连续的 (

证明：由定理 -，存在 6 ，1（6）/ .，当"## / 6 时，｛*#，! #；## &’｝的所有轨道沿 ) 存在 $%&%

右极限 (令当"## / 6 时，*#
7
（"）/ "#（"）；当"# 6 时，*#

7
（"）/ $，易见 *#

7
为 ! # ’ / ! #可测的，

且｛*#
7
，! #；## &’｝为 $%&%右连续的 (设 .，## &’，. 8 # ，在 )中选取二序列｛.9｝，｛#9｝，使 .9’ .，#9’ #，

且 .0 8 # ，则对 : # *. ，有

(#0:*.9
,5%(#0:*#9

,5

由于 *## 1234（%）及文献［1］性质 - (0的推论有(#0:*#,5# 1234（%），于是由文献［2］定理 - (2，令 9& 3 ，

有

(#0: *.
4
,5%(#0: *#

4
,5

又由文献［5］引理 2 (2可知：;0"（*#

7
, ! ）) ;0*.

7，故｛*#
7
，! #；# # &’｝为弱紧凸集值下鞅 (

对"< # ! #，有

(#0<*#,5%(#0<*#9
,5

同理令 9 & 3 ，有
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!!!!"#"$"!!!! "#
#
"$

由于 "# 及 "#
%
均为 ! #可测，故有

"#""#
#
，$% & &

于是由文献［’］定理 ( &’可知

!!"#’
"$#

)%*%

!! "#
#
"$，$% & &

且

!!"#’
"$"!!"#’ + !

"$

为使｛"#
%
；# $ ()｝为｛"#；# $ ()｝的修正，必须且只须：

!!"#"$ ,!! "#
#
"$，$% & &

即

!!"#’
"$#

)%*&

!!"#"$，$% & &

也就是｛!!"#"$；# $ ()｝为 )%*%右连续的 &
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