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含有多个混合边界椭圆孔弹性板的应力场计算
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摘要：将多复变量应力函数和边界配点法相结合，计算含有任意多个椭圆孔无限大弹性板的应力

场 (每个孔的大小、位置为任意，孔边为应力边界、位移边界和多种混合边界 (板的无限远处作用有
和坐标轴方向一致的均匀拉压载荷和均匀剪切载荷 (编制了相应的 )*+,+-."#程序，进行了考题
和算例分析 (结果表明，本方法行之有效，程序使用简单，便于应用 (
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含孔板的应力计算是弹性力学中的重要内容之一［!，%］(文献［/］中用多保角变换导得了多连通板的多复
变量应力函数表达式，并在孔边进行复 )234564级数展开，然后用待定系数法确定级数的未知系数，从而计算
了含有任意多个应力边界椭圆孔无限大弹性板的应力场 (但该方法不适用于孔边既有应力又有位移的混合
边界的情况 (本文结合边界配点法计算了含有多个多种边界椭圆孔弹性板的应力场 (

! 分 析 方 法
在弹性平面问题中，由两个复应力函数!（ !）和"（ !）表示的板内任一点的应力和位移为

#" ##$ % %［!&（ !）#!&（ !）］ #$ ’#" # %5$"$ % %［ !!(（ !）# "&（ !）］ （!）

)" # 5)$ % !
%*［%!（ !）’ !!&（ !）’ "（ !）］ （%）

式（%）中如果%7（/ 8&）+（! 9&）为平面应力，%7 / 8 0&为平面应变 ,其中&为材料的泊松比，* 为材料的剪
切弹性模量 ,
应力分量#"，#$，$"$和位移分量 )"，)$ 可单独表示为
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在板的边界上，应力分量#"，#$，$"$ 和外力分量 -"，-$ 有下列关系：

#"<5=’ ’$"$>2<’ % -" $"$<5=’ ’#$>2<’ % -$ （$）

’为边界点的切向角，切线方向以板位于左手侧的环绕方向为正 ,
图 !所示为含有 . 个椭圆孔的无限板，每个孔的大小、位置和孔边作用的载荷均为任意，板的无限远处

作用有均匀水平载荷 /"、垂直载荷 /$、剪切载荷 /"$ ,孔边由下列四种边界条件以及它们的组合所组成：（?）
已知 -" 和 -$ 的应力边界；（@）已知 0" 和 0$ 的位移边界；（>）已知法向位移 01 和切向力 -2 的混合边界（滑

动边界为 01 7 -2 7 #）；（A）已知法向力 -1 和切向位移 02 的混合边界 ,孔的参数方程为
! % 34>2<( # 554<5=( # !#4 （’）

式中：!#4———4 孔的中心位置；34，54———4 孔的两个半轴 ,
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引进 ! 个复变量!"（" ! "，#，$，⋯，"），则该问题的多复变量应力函数表达式［$］
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其中
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图 ! 含有多个椭圆孔的无限大弹性板
"#$%! &’ #’(#’#)* +,-)* .#)/

01,)#+,* *,,#+)#2-, /3,*4

!"和""是"孔边界上+和,方向面力的主矢 /#"’和%"’为未知系数 /
下面用边界配点最小二乘法来确定它们 /
对于已知 0+ 和 0, 的应力边界，把式（)）代入式（$）后再代入式

（-），整理后得
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对于已知 5+，5, 的位移边界，把式（)）代入式（*），整理后得
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对于第三类边界条件，即已知法向位移 !- 和切向力 ., 边界，可导得
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把式（,）（!%）代入式（!!）得
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其中
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对于第四类边界条件，可导得
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同理，把式（,）（!%）代入式（!.）得
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其中
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在孔边上设置总数为 1 的点，在这些点上令&（ ’）和’（ ’）满足相应的边界条件 2因此，对于每一点均
可得到式（,）（!%）（!"）和式（!/）中相应的一对无限复系数线性方程 2实际计算时式（0）中的级数取有限项（-
1 !），则可得到一个由下列矩阵表示的复系数线性方程组：

!" # $ （!2）
式中：!———由 &（ 3）

/+0，&（ 3）
"+0，(（ 3）

/+0和 (（ 3）
"+0（ 3 3 !，"，.，/）和它们的共轭所组成的 "1 4 /*（- 1 !）阶矩阵；"———

由未知系数$+0，%+0和它们的共轭组成的 "1 4 !阶列阵；$———由式（,）（!%）（!"）和式（!/）的右端项组成的
"1 4 !阶列阵 2
在选择级数项数和边界配点数时须满足 ! 为高矩阵，把 ! 进行奇异值分解求得它的广义逆 ! 1，则式

（!2）的最小二乘解为 " # !% $ （!5）
确定了系数$+0和%+0后，就可由式（.）（/）计算板内和边界上任一点的应力和位移 2由式（,）（!%）（!"）和

式（!/）计算边界任意点的应力和位移，并可根据边界条件的满足情况来判定计算结果的正确性 2

图 ! 含有两个相同大小圆孔的双向受拉板
"#$%! &’ #’(#’#)* +,-)* .#)/ ).0 #1*’)#2-, 2#324,-3 /0,*5

上述方法编制了相应的 67898:;,%程序，并在 <=微机上进行了下列平面应力算例分析 2使用时只需输入
材料参数、孔数、孔的长短轴、配点间隔度数和孔的边界条件，就能计算板中任意指定点的应力 2因此，该程序对
工程设计人员来说，便于使用，并可进行参数变化分析 2

! 算 例 分 析
例 6 含有两个相同大小圆孔双向受拉的无限板

（图 "），林致平［/］用双极坐标的方法求得了封闭解 2计算
时取孔的半径 4 3 !$，5/ 3 5" 3 ! <>，6 3 ! 22$2表 !给
出了边界配点间隔 !%7时孔边 &，( 两点周向应力随级
数项数的收敛状况 2文献［.］的收敛状况也列在其中 2 可
以看出，/项以内两者相差较大，/项以后两者相差不
大，取 ,项时两者都和文献［/］的结果相同 2 表 "列出了
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! ! "时 "，# 两点周向应力随边界配点数的变化情况 $由此看来，在满足 #% $ "&（! % &）的条件下，配点数对
计算结果影响很小，因此没有必要取过多的点 $

表 ! !，"两点周向应力随级数项数的收敛状况
"#$%& ! ’())&%#*+(, $&*-&&, .*)&..&. #,/ *0& ,12$&) (3 .&)+&. *&)2.

! & # ’ " ( ) * + ,

!’" ( -.
本文 # $#(/ # $#+( # $)#" # $*+) # $+(# # $+*) # $++( # $++* # $++*
文［’］ # $)’* # $",( # $)’) # $*)’ # $+’( # $+)+ # $++& # $++) # $++*

!’# ( -.
本文 # $/#) # $&#, # $’*/ # $#/* # $#*" # $#"+ # $#(* # $#(" # $#((
文［’］ & $**( # $’+* # $#’+ # $#") # $#)" # $#", # $#(+ # $#(" # $#((

注：文献［"］的精确解为：!’" ! # $++* -.；!’# ! # $#(( -.

表 4 !，"两点周向应力随边界配点数的变化
"#$%& 4 ’())&%#*+(, $&*-&&, .*)&..&. #,/ 5(%%(5#*+(,

间隔 (（)） ’/ #( #/ &( &/ ( & / $(
!’" # $*+(’ # $*+"’ # $*+)/ # $*+)/ # $*+)/ # $*+)/ # $*+)& # $*+(,
!’# # $#/*, # $#/)’ # $#/)( # $#/)( # $#/)( # $#/)( # $#/)" # $#/)"

例 4 图’（.）为含 ’孔的无限钢板，材料参数 * ! #//0-.，"! / $’ $孔的参数见表 ’，取 ! ! #/，配点间隔
为 ()，计算所得孔边的应力和位移与边界条件的误差不大于 &/1 "，因此边界条件已得到了很好的满足 $图 ’
（2）3（4）给出了 ’个孔的孔周应力分布，从中可以看出应力分布是很复杂的 $

图 6 含 6孔的无限板及孔周应力分布
7+896 :, +,3+,+*& ;%#*& -+*0 6 0(%&.
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表 ! !个孔的参数
"#$%& ! "’& (#)#*&+&), -. ! ’-%&,

孔号 ! " #! $! 边界条件

" " " # $ " 左半边 %# % %$ % !，右半边 %& % !，%’ % &’()!
& " & ! ! %# % %$ % !
# " " $ # " (# % ($ % !

! 结 论

用本文提出的计算复变函数法来计算含有任意多个椭圆孔无限大弹性板的应力场，具有省时、省力、方

便、精确的特点，充分发挥了解析和数值法两者的优点，解决了两者单独难以解决的问题 *所编制的 +,-.
/-012!程序使用方便，便于在工程中推广应用 *
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