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摘要：*+,-.在《算法 /数据结构 0程序》一书中关于“对半检索”程序中给出了一个不变式，但该不
变式是不完善的 (本文对此予以了修正，并通过一系列定理及其证明进行了完整的论证 (在论证过
程中，也揭示出程序作为一种对象，其整体的一些性质 (程序的这些特性，在一般测试时未必能被认
识 (因而程序中的“不变式”及对“不变式”的论证，也应是程序中最有价值的资料 (
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& 问题的提出

5(*+,-.在文献［!］中给出了一个如下的“对半检索”程序：
67, 7：7,,78［!⋯ 5］9: 1；｛5 ; #｝

⋯

+：0 !；<：0 5；
,=>=7-

?：0（+ / <）@+A %；
+: B ; 7［?］-.=C +：0 ? / ! =DE= <：0 ? F !；

GC-+D（7［?］0 B）!（+ ; <）；
其中数组 ! 的元素已被排序 "同时，*+,-.还给出了以下断言：
在 ,=>=7-语句入口处相应的不变式是

!［#］$ % # & !，⋯，’ ( !
!［#］" % # & ) * !，⋯，{ +

因此，若由于 ’ ; ) 而终止程序，这就意味着对 !###+，不存在 !［#］0 % "
显然，循环不变式应该蕴涵程序的终止结论 "但 *+,-.给出的不变式不能蕴涵终止结论，因为当 #$｛) /

!，⋯，+｝时，可能含有 !［#］0 % "这样，当程序终止时，不一定能够保证 !# ##+% !［ #］& % "因而这一不变
式是不准确的，应改作：

!［#］$ % 对 # & !，⋯，’ ( !
!［#］, % 对 # & ) * !，⋯，{ +

现对此进行论证 "

’ 论 证

’ "& 框图
首先给出程序框图 !，并标明不变式及终止结论的断点 -，. "此外，为便于论证，在框图中增加了三个断

点 /，0 及 1 "
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图 ! 程序框图
"#$%! &’()* +#,$-,. (/ 012 3-($-,.

4 !4 定理
定理 ! 在断点 " 处，总有 #! $ !
证明：对循环次数 % 施行归纳穷举［!］!
奠基：% " #时，因为 #：" $，$：" &｛& % #｝，故 #! $ 成立 !
归纳：% " %# & $时，由于第 %# & $ 轮循环是（ ’［ (］" )）"

（ # % $）不成立而进入 " 的，故 #! $ 仍成立 !
定理 4 在断点 " 处，以下断言只有一个成立 !

# * ( * $ （$）
# * ( + $ （!）
# + ( + $ （’）

证明：由定理 $，" 处总有 #! $，这样变元 #，$ 之间只有三种
可能：# " $，# & $ " $，# & !! $ !经赋值 (："（ # & $）()* ! 后，分别
得到式（$）、式（!）及式（’）!
推论 5 在断点 " 处，总有 #!(! $ !
定理 6 在断点 , 处，以下断言只有一个成立：

# - $ # # . $ * $ * ( # ) - ’［(］ （+）
# ! $ # # * ( / $# ) - ’［(］ （,）

证明：如果在 " 点式（$）成立，经过测试 ) % ’［ (］及赋值
#：" ( & $，在 , 点式（+）成立 !如果在 " 点式（!）或式（’）成立，
仍经测试、赋值，因而式（,）成立 !
定理 7 在断点 0 处，以下断言只有一个成立：

# - $ # # * $ / $ * ( # ) ! ’［(］ （-）
# ! $ # $ / $ * ( # ) ! ’［(］ （.）

证明：如果在 " 点式（$）或式（!）成立，因为测试 ) % ’［ (］不成立，通过赋值 $：" ( / $后，在 0 点式（-）
成立 !如果在 " 点式（’）成立，经过测试、赋值，因而式（.）成立 !
定理 8 经测试（’［(］" )）"（ # % $）计算进入循环，则

# * ( / $ # ) - ’［(］ （0）
$ / $ * ( # ) + ’［(］ （1）

只有一个成立 !
证明：如果计算由 , 点经测试进入循环，在 , 点只能式（,）成立，故式（0）成立 !如果计算通过 0 点而循

环，在 0 处只能 #! $# $ & $ " (#) 2 ’［(］，这样式（1）成立 !对于不变式：
’［1］+ ) 1 $｛$，!，⋯，# . $｝
’［1］- ) 1 $｛$ / $，⋯，&{ ｝

｛$，!，⋯，# / $｝是小于 ) 值的数组元素的下标集合，可称其为“小于 ) 的下标集”，而｛$ & $，⋯，&｝为“大于 )
的下标集”!其中 #，$ 随着循环次数 % 以及所执行的语句的变化而变化 !
定理 9 对于任何一次循环 % 而言，在 2 点以下两式同时成立：

$ * ##! #$!⋯! #% .$! #% （$#）
& * $#% $$%⋯% $% .$% $% （$$）

证明：对在 2 点处循环次数 % 施行归纳 !
奠基：% " #时，因 ## " $，$# " &，故式（$#）、式（$$）成立 !
归纳：设 % " 3 时，式（$#）、式（$$）成立 !当 % " 3 & $时，可依照第 3 次循环经过 , 或 0 点而分别两种情

形 !
情形一：第 3 次循环过 , 点 !对于程序中变元 #，$ 而言，在这次循环中只有变元 # 经赋值而发生变化，

所以到达 2 点时 $3 " $3 & $，故式（$$）成立，即 & " $#% $$%⋯% $3 " $3 & $ !
对于变元 #，因为计算过 , 点式（0）成立，故在 2 点，开始第 3 & $ 轮循环时有 #3 & $ " (3 & $# ) %
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!［"#］$将 "# ! %# " # $ #代入 & % !［"#］，得 & % !［ %# " # $ #］$
因而 %# " # $ #属于“小于 & 的下标集”，又因数组 ! 的元素已排序（按由小至大的顺序），所以对于第 #

" #轮循环而言，在 ’ 处成立 !［(］& &，(!｛#，’，⋯，%# " # $ #｝$
又因为第 # 次循环过 ) 点时，由推论 (有 %#""#" *#，加之 %# " # ! "# " # $故 %# " # % %# $这样第 # " #轮

循环在 ’ 点处式（#)）成立，即 # ! %)" %#"⋯" %# & %# " # $
情形二：第 # 次循环过 + 点 $这时只有变元 * 发生变化，同理可得 %# ! %# " #，# ! %)" %#"⋯" %# ! %# " # $

这时式（*）成立，故 !［(］% &，(!｛*# " # " #，⋯，,｝$并且 *# % *# " #，这样，式（##）成立，即 , ! *)# *##⋯# *#
% *# " # $
推论 ! 在 ’ 点处，以下两个断言同时成立：

!［(］- & ( !｛#，’，⋯，% . #｝ （#’）
!［(］/ & ( !｛* 0 #，⋯，,｝ （#(）

定理 +除保证式（#’）、式（#(）成立外，同时还提供了更丰富的程序性质：首先，每次循环过 ’ 点时，均引起下
标集变化 $可以说循环的目的就是为了构造（扩大）下标集，也正因为每次下标集均有所“扩大”，这样循环终
止时自然可得出结论 1 $其次，在式（#)）、式（##）的“不等式链”中，具有同下标的变元 %，* 在各自的链中，如
果一个变元是用等号与链连接，另一变元在自己的链中必然是用严格不等号连接 $
定理 " 如果计算经过 2 点，且因 !［"］$& % % % * 而终止，那么对这轮计算：
（,）在 ’ 点处两个下标集分别为｛#，’，⋯，* $ #｝，｛* " #，⋯，,｝$
（-）计算进入测试（!［"］! &）&（ % % *）时，变元 *，" 满足 * ! " $
（.）计算终止时，在 1 点 & % !［ *］$
这样循环终止时，两个下标集分别为｛#，’，⋯，* $ #，*｝，｛* " #，⋯，,｝$
证明：首先逆着本次计算过程，考察变元 %，*，" 在 2 点、) 点处所应该满足的关系 $因为计算是通过 2

点而终止的，所以在 2 只能式（/）成立，即 % % *% % $ # ! * ! "%& % !［"］$
再由定理 /，计算在 ) 点时只能式（#）成立，即 % ! * ! " $
证（,）：因为计算经过赋值 "：!（ % " *）012’，不改变 %，* 的值 $所以在 ’ 点 % ! *，这样 ’ 处的两个下标集

为｛#，’，⋯，* $ #｝，｛* " #，⋯，,｝$
证（-）：经过赋值 %：! " " #，计算到达 2 时，变元 % 值增大，但变元 *，" 不变，故 * ! " $
证（.）：计算终止时，以下关系成立 * ! "%& % !［"］$
将 * ! " 代入 & % !［"］，得 & % !［ *］$表明计算终止是因为 & % !［ *］，从而 * 成为小于 & 的下标集中新加

入的一个元素 $
可以仿照定理 *的证明，因而可得：
定理 #$ 如果计算经过 + 点且因 !［"］$&% % % * 而终止，那么对这轮计算：
（,）在 ’ 点处两个下标集分别为｛#，’，⋯，% $ #｝，｛% " #，⋯，,｝$
（-）计算进入测试（!［"］! &）&（ % % *）时，变元 %，" 满足 % ! " $
（.）计算终止时，在 1 点 & & !［ %］$
这样循环终止时，两个下标集分别为｛#，’，⋯，% $ #｝，｛%，% " #，⋯，,｝$由定理 *，#)易得：
推论 ## 如果程序因 !［(］$&% % % * 而终止，那么在 1 点有：#"(",’!［(］$& $
由此可得出结论，31456的“对半检索”程序在 4787,5语句入口处的不变式断言：

!［(］- & 对 ( 3 #，⋯，% . #
!［(］# & 对 ( 3 * 0 #，⋯，,

是不严格的，准确的表达应是：

!［(］- & 对 ( 3 #，⋯，% . #
!［(］/ & 对 ( 3 * 0 #，⋯，,

% 余 论

本文所讨论的只是一个简单的程序，但从中我们得到如下的启示：
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!"任何一个程序（算法）在没有经过严格测试和论证之前，是无法断定其正确性的 !从本文来看，程序的
论证过程比程序本身复杂许多，涉及的定理也不那么明显、自然，这正暗示了程序的正确性论证比想象的要

难得多 !如何寻求一种程序正确性论证的“形式方法”应该引起人们的注意 !
#"程序中的断言及对断言的论证，应该是程序中最有价值的资料，这些资料反映了程序作为一种对象，

其整体的性质 !如本文的例子中，程序之所以需要循环，正是为了不断构造非 ! 值的下标集，也正因为每次
循环使下标集有所增长，故而采用的算法是高效的 !此外，还可看到 " 和 # 间的密切关系，如果数组中不含
有 ! 值，最终通过测试，致使两个下标集吻合 !程序的这些特性，在一般测试乃至设计中，未必能被认识 !只
有在严格的论证中，才能得以披露 !

$"软件复用技术将显著提高软件开发效率，避免重复劳动 !程序作为软件重构技术中的可重用软构件，
应对其进行某种“重用认证”，以确认重用软件有所期望的性质 !如果不能把握程序的整体特性而轻率地重用
是十分危险的 !据此，多为程序作些“定型”，并寻找一些相应的“定理”应该是一项有意义的工作［"］!
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