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设备更新分析中动、静态关系一致性研究
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摘要：根据设备残值和年运行费变化所作的合理假设，提出四个动态、静态更新模型并获得相应的

解，进而对这些模型和解的统一性问题作了理论上的探讨，证明静态模型及其解是动态情况的一种

特例，为研究更复杂的更新问题奠定了理论基础 &
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! 问题的提出
在工业化社会中，大型设备的更新问题是业主十分关心的 &由于技术的进步而不断有更先进的设备出

现，这些技术先进的设备效率高，运行、维修费用低，当然购置和安装费用也高，业主面临的选择是淘汰目前

正在运行的设备，购置技术先进的设备，还是继续维持目前的设备运行下去呢？如果经过分析，打算维持已

有设备继续运行下去，又面临着一个新问题：这台设备究竟运行到何时再考虑更新呢？对于第一个问题的回

答完全依赖于对第二个问题的回答 &本文将对第二个问题进行深入的探讨，尤其对考虑时间价值的动态模型
和不考虑时间价值的静态模型进行一致性研究，从理论上证明静态模型的解只是动态模型解的一部分 &至于
第一个问题将在另文中详细探讨 &

" 基 本 假 设

"#! 效益不变假设［!，$］

一台长期运行的设备，其效率会因机械磨损而逐渐降低，因而其效益也会随之降低，运行、维修费用会逐

渐升高，其效益变化如图 !所示 !为了分析方便，常假设该设备效益维持不变，将假设的补充效益（"）用假设
的运行、管理、维修费的增量（#）来平衡，即将图 !等价地变换为图 ’ !令 "! -""! . "’ -""’ . ") -"") .
"$ -""$，且令""! ."#!，""’ ."#’，"") ."#)，""$ ."#$，⋯

图 ! 某设备效益变化示意图
%&’(! )*+*,&- ./0&/-&1+ 1, *23&45*+-

图 " 某设备效益不变等价图
%&’(" 623&./7*+- 8&/’0/5 1, 3+9:/+’*/;7* ;*+*,&-

"#" 年运行费 $% 线性增加、残值 & 不变假设
如前所述，设备在运行中逐渐老化，零部件磨损加剧导致年运行费呈线性递增（也包含图 ’中的"#），

其流程图如图 )所示，若用数学式可表示为
$% ’ $# (（ % ) !）"$ % ’ !，’，⋯，*，⋯ （!）
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!" # ! # 常数 （!）
式中!$ 为运行费每年增加值 %
!"# 年运行费 $" 线性增加、残值 ! 线性下降假设
年运行费数学表示仍如式（"），残值数学表示为

!" # !# &（ " & "）!! " # "，!，⋯，’，⋯ （$）
式中!! 为残值每年减少量 %
!"$ 设备更新标准流程图
为分析方便，将设备更新标准流程绘制成图 % %图中 (#代表该设备在分析基准年的市场价值，其余符号

意义同前 %

图 # 某设备年运行费、残值示意图
%&’(# )**+,- ./01,2&.* 3.42 ,*5 4,-6,’0

图 $ 设备更新分析标准流程
%&’($ 72,*5,15 3,48 9-.: .9 0;+&/<0*2 10/-,30<0*2

# 更新分析模型及其解的一致性证明（!）［!］

#"= 残值 ! 为常数、年运行费 $" 呈线性增加的静态模型及其解

当 ! &常数，

$" # $# )（ " & "）!$ （%）

对图 %所示流程，不考虑资金时间价值，求 ’ 年平均年运行费用 $ 时，其模型如下：

$ # "
’ *# & ! )!

’

" # "
$( )" （’）

将式（%）代入式（’）中，并整理，则有

$ # "
’（*# & !）) "

!（’ & "）!$ ) $# （(）

为求得使 $ 最小的最佳更新年限，按求极值法则，对式（(）求导，即) $
)’ & #，则有

) $
)’ #（& "）"

’!
（*# & !）) "

!!$ # #

解出 ’ #
!（(# & !）
!" $ （*）

此 ’ 值即为所求的设备最佳更新年限（静态值）%
#"! 残值 ! 为常数，年运行费 $" 呈线性增加的动态模型及其解

当 ! 为常数时，由式（%），对图 %所示的流程考虑资金时间价值，求 ’ 年平均年运行费用 $ 的模型如下：

$ # (# & ! ( + ,，-，( )’ ) $# ( + $，-，( )’ )!$ ( + .，-，( )[ ]’ $ + (，-，( )’ （+）
式中：-———动态折算年折算利率，/；其它参数意义同前 %将复利公式

( + ,，-，( )’ #（" ) -）& ’ ( + $，-，( )’ #（" ) -）’ & "
-（" ) -）’

( + .，-，( )’ #（" ) -）’ & " & ’-
-!（" ) -）’

$ + (，-，( )’ # -（" ) -）’
（" ) -）’ & "

代入到式（+）中，整理得
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! " #$ % !! %（&! ’ #） $（" % $）(
（" % $）( ’ " %!!（" % $）( ’ " ’ ($

$（" % $）( ’ $
（#）

为求使 ! 达最小值，按求极值法则，对式（#）求导，则有

$!
$( "（&! ’ #） $

$(
$（" % $）(
（" % $）( ’[ ]" %!! $

$(
（" % $）( ’ " ’ ($

$（" % $）( ’[ ]$
（"!）

令
$ !
$( % !，经过推演，式（"!）变为

"
（" % $）( % ( &’（" % $）" " %

&! ’ #
!! $ &’（" % $） （""）

当折算利率 $ 及 &!，#，!! 均已知时，( 可通过试算求出，此 ( 值即为设备的最佳更新年限（动态）)

!"! 动、静态解的一致性证明［#］

由以上分析可见，式（(）代表不考虑资金时间价值静态模型的解，式（""）代表考虑资金时间价值动态模
型的解 )按经济分析基本原理，当折算利率（ $）趋近于零时，动态问题就变为静态问题 )如果上述两模型及其
求解过程正确，则应该能证明：在 $!!时，式（""）将变为式（(）（至于动态模型（)）或（#），在 $!!时，变为静
态模型（*），其证明比较简单，此处省略），现证明如下：
将式（""）加以变换，成为

"
（" % $）( % ( &’（" % $）’ "

$ &’（" % $） "
&! ’ #
!! （"+）

当 $!!，两边取极限，式（"+）左边成为

&,-
$!!

"
（" % $）( ’ " % ( &’（" % $）

$ &’（" % $） !
!
!( )，不定式

运用罗比塔法则，对分子分母分别求导，取极限，再求导，取极限，则有

左边 " &,-
$!!

’ (（" % $）’ (’" % ( *（" % $）
&’（" % $）% $ *（" % $） " &,-

$!!

(（( % "）（" % $）’ (’+ ’ ( *（" % $）+
" *（" % $）% " *（" % $）+ "

&,-
$!!

(（( % "）’ (（" % $）(
（" % $）(%" %（" % $）( " (+ % ( ’ (

" % " " (+

+

而右边 %
&! . #
!! ，左边 %右边，即 (+

+ %
&! . #
!! ，则

( "
+（&! ’ #）
!" !

此结果正是静态模型的解，即式（(）)一致性证毕 )

$ 更新分析模型及其解的一致性证明（!）［%］

$"# 残值 # 呈线性递减，年运行费 !+ 呈线性增加的静态模型及其解

设： #+ " #! ’（ + ’ "）!# （"/）

!+ " !! %（ + ’ "）!! （"0）

模型流程图仍如图 0所示，仅图中之 #+ 为变量 )不考虑资金时间价值，求 ( 年平均年运行费用 ! 时，其模型
如下：

! " "
( &! ’ #+ %#

(

+ " "
!( )+ （"1）

将式（"/）、式（"0）代入式（"1）中，整理得

! " "
(（&! ’ #!）%

"
(（( ’ "）!# % !! % "

+（( ’ "）!! （"*）

为求使 ! 达到最小的最佳更新年限，对式（"*）求导，且令$ !
$( % !，则有
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!!
!" # $ "

"( )#（%$ $ &$）’
"
"#!& ’ "

#!! # $

并由此解出 " #
#（%$ $ &$ $!&）

!! ! （"%）

此 " 值即为所求的设备最佳更新年限（静态）(
!"# 残值 & 呈线性递减，年运行费 !) 呈线性增加的动态模型及其解

［$］

设 &) 及 !) 的表达式同式（"&）和（"’），模型流程图仍如图 ’所示，考虑资金时间价值，求 " 年平均年费用

! 的模型如下：
! #［%$ $ &$ ’（" $ "）!&］ ! * +，,，( )" ’ %$ , ’ !$ ’!! ! * -，,，( )" （"(）

利用
! !
!" ) $，求解使 ! 达到最小值的最佳更新年限，经推导，有

!& ! * +，,，( )" ’［%$ $ &$ ’（" $ "）!&］ !
!" ! * +，,，( )" ’!! !

!" ! * -，,，( )" # $ （"*）

将 ! * +，,，( )" ) ,
（" + ,）" , "

， ! * -，,，( )" )（" + ,）" , " , ",
,（" + ,）" , ,

两式代入式（"*）中，则有

"
（" ’ ,）" ’ -.（" ’ ,）" # " ’

%$ $ &$ $!&
!! $ ,!& , -.（" ’ ,） （#$）

当 %$，&$，!&，!! 及折算利率 , 给定时，可由式（#$）解出设备最佳更新年限 " (
!"% 动、静态模型一致性证明
根据动、静态模型定义，当折算利率 ,"$时，动态模型式（"(）应变成静态模型式（"/），现证明如下：
当 ,"$时，式（"(）中 ! * +，,，( )" 和 ! * -，,，( )" 可分别求其极限，即

-01
,"$

! * +，,，( )" # -01
,"$

,
（" ’ ,）" $ " # "

" （#"）

-01
,"$

! * -，,，( )" # -01
,"$

（" ’ ,）" $ " $ ",
,（" ’ ,）" $ , # "

#（" $ "） （##）

将式（#"）和（##）代入式（"(）中，并且令 ,"$，则有

! # "
"［%$ $ &$ ’（" $ "）!&］’ "

#（" $ "）!! ’ !$

此式正是式（"/）(动、静态模型一致性证毕 (
!"! 动、静态解的一致性证明［%］

动态解为式（#$），而静态解为式（"%），当折算利率 ,"$时，需要证明式（#$）转变成式（"%），现证明如下：
将式（#$）改写成

（" ’ ,）$ " $ " ’ -.（" ’ ,）"
, -.（" ’ ,） #

%$ $ &$ $!&
!! $ ,!& （#&）

当 ,"$时，式（#&）右边等于（%$ , &$ ,!&）*!!，而其左边为

-01
,"$

（" ’ ,）$ " $ " ’ -.（" ’ ,）"
, -.（" ’ ,） #

-01
,"$

!
! ,（" ’ ,）$ " $ " ’ -.（" ’ ,）[ ]"

!
! ,, -.（" ’ ,）

# $
$( )型

-01
,"$

"#（" ’ ,）$ "$"

" ’ " ’ -.（" ’ ,）#
"#

#
左边 )右边，则有

"#

# #
%$ $ &$ $!&

!!

" #
#（%$ $ &$ $!&）

!! !
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此结果和式（!"）完全一致 !动、静态解一致性证毕 !

! 问 题 讨 论
设备更新是一个十分复杂的技术经济问题，本文在对设备运行费用 "# 和残值 $ 的变化进行合理假设的

基础上，提出设备更新中推求经济使用年限的静态和动态的四个模型，按照平均年运行费用最少的原则推求

出相应的静态和动态经济使用年限，即设备最佳更新年限 !进一步从理论上证明动、静态模型及其解是一致
的，即静态模型及其解仅是动态情况的特例（年折算利率为零），这也完全符合经济学中的资金时间价值理

论 !
推求出设备经济使用年限仅是更新分析的一部分，很显然，用什么样的设备来替代在用设备是业主更关

心的问题，是采用与在用设备同型号、同功能的新设备来替换，还是用技术性能更先进的新设备来替换呢？

若用前者来替换就是技术经济学中典型的“等额重置”模型，若采用后者则又产生更复杂的所谓“混合模型”，

关于这个问题的研究工作虽有初步成果，但有不少问题值得探索，限于篇幅，本文不予讨论 !
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