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基于紧支径向基函数的配点型无网格法
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摘要：介绍基于紧支径向基函数的配点型无网格法，此方法无需背景积分网格，是一种真正的无网

格法，且能克服全域性径向基函数所导致的系数矩阵为非带状满阵的缺点 &通过对 )*+,,*-方程的
求解，探讨配点密度和紧支域大小对解精度的影响 &
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有限单元法是目前求解边值问题的最强有力的方法之一，它以单元和分片插值为基础，收敛性有保证，

且已有大量的通用软件和网格自动生成器可供使用 &但对于不规则、非均匀的复杂高维问题仍存在着网格困
扰 &近年来兴起的无网格法抛弃了单元的概念，只有节点的概念，且可任意布置这些节点，有望克服高维网格
困扰的问题 &目前较为流行的无网格是以 /1234,567* . 为代表的无单元 8921:7+-法（;<8=）［!］，它以移动最小
二乘法（=>?）构造插值基函数，从微分方程的弱形式变分原理出发，导出求解问题的代数方程 &这类方法的
特点是求解精度较高，但计算量较大，且需要一套“背景网格”（@957A:*B-C 5122）作为数值积分的积分域，因此
严格地讲它不是一种真正的无网格法 &另一类是基于配点型加权残值法的无网格法配点法［’］，它采用 D9:C3
提出的多重二次法（=E法）［%］，以径向基函数来逼近场函数，直接在离散点上满足微分方程或边界条件，建
立求解问题的代数方程，是一种真正的无网格法 &由于径向基函数的变量只有一个表示“距离”概念的径向量
!，简便直观，在高维问题中更具优势 &为了克服 =E法中由于径向基函数的全域性所导致的系数矩阵为非带
状满阵的缺点，可以进一步采用FB G =［H］和/B6I9-- = J［K］等构造的紧支径向基函数，使系数矩阵具有带状
稀疏性 &本文介绍基于紧支径向基函数的无网格配点法的原理和方法，通过对 )*+,,*-方程的求解，探讨插值
点密度和紧支域大小对解精度的影响 &

! 径向基函数逼近
对 ! 维实空间中定义在!上的任意连续可微函数 "（#），可以用径向基函数近似地表示为
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式中：%———插值结点数；"&———插值结点的坐标向量；"，#———待定系数；*&（ "）———;B52+C+9- 范数；

"（ *&（"））———径向基函数 +
为了保证函数逼近中的一致性，要求径向基函数"（ *&（"））必须是无条件正定的［H，K］+这样的径向基函数

可以是 89B,, 函数 1L#*
’
、逆 =E 函数（ *’ M ,’）$（$ N #）、正定紧支径向基函数等 +本文采用 FB G =［H］和

/B6I9-- = J［K］等构造的具有截断多项式形式的紧支径向基函数，其形式如下：
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这里 %&’ 表示在 (’ 上是正定的 )

! 配 点 法
由于径向基函数的连续可微性，将由其近似表示的场函数及各阶导数直接代入边值问题的微分方程或

边界条件即可建立求解待定系数向量 " 的代数方程组 )配点法的思路是在域内和边界上选定 * 个点（配
点），在这 * 个点上满足微分方程或边界条件，建立 * 个代数方程，求解 * 个待定系数 )
边值问题的一般提法可以表示为
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其中 + 和 . 为线性算子 )
将场函数 ,（#）用式（!）所示的径向基函数来近似表达，则有
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在 * 个离散点（配点）#3（3 ) !，"，⋯，*）上使用方程（’），则建立的 * 个方程为

+（,（#3））! $
*

0 ! !
10+（!（ 20（#3）））! -（#3） #3 !"

.（,（#3））! $
*

0 ! !
10.（!（ 20（#3）））! /（#3） #3 !#









 "
3 ! !，"，⋯，* （&）

进一步可用矩阵表示为

$" ! % （*）
其中 $ )（430）!%3，0%*，是 * + * 的方阵；" )（ 10）!% 0%*，为待求的系数向量；% )（ 53）!%3%*，是给定的右端

向量 )各元素的形式如下：
430 ! +（!（ 20（#3））） #3 !"
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由式（(）可以看出，如果径向基函数!（ 20（#））具有紧支性，则代数方程（*）的系数矩阵 $ 具有稀疏带状
性 )紧支域越小，带宽越小；反之亦然 )由方程（*）求出待定系数向量 " 后，域内和边界上任意一点的场函数
值可用式（!）算出 )

" 算 例

对二维 -./00.1方程进行分析，探讨紧支域大小对解精度的影响 )计算时选用的紧支径向基函数为

!（ 2）!（! " 2）&#（$’ 2" # !( 2 # $）

式中 2 ) 20 6 70，而 20 ) （8 2 80）" 3（9 2 90）& "，70 为 0 点的紧支域大小 )
设 -./00.1方程及其边界条件为
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其精确解为 !（#，%）"（" & #!）（" & %!） （""）
无网格法计算时采用等紧支域均匀配点模型 (图 "给出了紧支域半径 ) $ # (%，" (#，! (#，& (#时中心点（ #

$ #，% $ #）近似解的误差与配点密度的关系，其中"表示配点的间距 (图 !给出了配点间距" $ # ("时，中心
点（# $ #，% $ #）近似解的误差与紧支域半径 ) 的关系 (

图 ! 配点密度与精度关系曲线
"#$%! &’’()*’+ ,-).(. /-0.#1+ 23 ’2442’*1#20 52#01.

图 6 紧支域半径与精度关系曲线
"#$%6 &’’()*’+ ,-).(. )*/#(. 23 ’275*’14+ .(552)1-/ /27*#0

8 结 语

*% 基于紧支径向基函数的配点法是真正的无网格法，无需数值积分，算法简单，可方便地应用于微分方
程边值问题的求解 (

9% 径向基函数的紧支性使代数方程组的系数矩阵具有稀疏带状性 (本文算例表明加密配点和增大紧支
域半径都能提高解的精度，但前者的代价是增加方程的阶数，而后者仅增加系数矩阵的带宽 (当然，紧支域半
径过大会破坏系数矩阵的稀疏带状性，增加存储量和计算量 (因此，在具体问题（特别是大规模问题）的分析
中，应选取适当的紧支域半径 (

’% 由于紧支径向基函数的规范性和通用性，便于开发通用的计算程序 (
/% 本文算例采用配点与插值基点重合的等点模型，具体计算时还可采用配点与插值基点不重合的异点

模型 (当问题具有非第一类边界条件时，建立的配点方程数可能会多于未知量数，此时可采用最小二乘配点
法消除多余的方程 (
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