
收稿日期：!"""!"#!"$
基金项目：河海大学常州校区青年科研基金资助项目（%&!"""—"’）

作者简介：张斌武（’()(—），男，新疆乌苏人，讲师，硕士，函数论专业，主要从事数学教学及科研工作 *
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摘要：利用给出的!阶 %+,-./01测度（!2 "）的定义以及算子理论方面的有关知识去研究 %+,-./01测
度，刻画了!阶 %+,-./01测度与某些空间的函数之间的紧密关系，得到了用 34函数、3546函数等
的积分不等式刻画!阶 %+,-./01测度的定理 ’及推广定理 6的推论 *
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中图分类号：4!( 文献标识码：6 文章编号：’"""!’(7"（!""’）"!!""’’!"#

) 准 备 知 识
本文利用的 !" 空间、3.,89+1空间的定义及其它定义见［’，!］#!阶 %+,-./01测度定义如下：
定义 ) 设"是单位圆盘$ 上的有限正 30,.-测度，% 2 "，!2 "，如果"满足

/:; "（$（&，%））’ $（&，%）’!
，& !{ }$ ( ) <

则称"是$ 上的!阶 %+,-./01测度，其中 $（&，%）及 = $（&，%）=定义见［’，!］#
在此定义中如令!> ’，便得到通常意义下的 %+,-./01测度 #
定义 * 定义 *+ 空间如下：

*+ , - ! .（$）且" -"*+ , /:; ’ -（ /）0 -（1）’；#（1，/）#{ }’ ( ){ }<
这里 .（$）是单位圆盘 $ 上的连续函数全体 #
定义 + 定义 *2+3 空间如下：

*2+3 , - ! !!且" -"*2+3 , /:; ’
’ 4 ’$4

’ -（$）0 -% ’ !?{ }$
’
!
( ){ }<

式中：4———单位圆盘 $ 的边界&$ 中的区间；= 4 =——— 4 的长度；

-4 , ’
’ 4 ’$4

’ -（$）’ ?$

* 有 关 引 理
定理 3［$］ 设"是单位圆盘$ 上的有限正 30,.-测度，则"是一阶 %+,-./01测度（!" 意义下）的充分必

要条件是：对一切 -!*2+3，有不等式

/:;
/!$$$

’ -（ /）0 -（1）"5/（1）’ ?"（1）# ." -"*2+3

成立 #这里 5/（1）>
’ @ = / = !
（’ @%/1）!

#

引理 )［!］ 存在正数 6 满足：对于任意正数 %#’，存在序列｛’7｝&$，满足以下条件：

", $ > ’
<

7 > ’
$（’7，%）；
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#" ! 中的任意点至多属于% 个!（!"，# #）&
引理 !［!］ 设 ’ 是! 内的解析函数，$ % #$&，( ’ $，)%!，" 为非负整数，则存在常数 *(，"，#，使得

+ ’（"）（ )）+ ( $
*(，"，#

+ !（ )，#）+ &,
"(
#&!（ )，#）

+ ’（-）+ ((.（-）

式中：’（$）——— ’（ )）本身；(.（-）———通常意义下的面积测度 &
引理 $［#］ 设 )%!（/，#），则

（& 0 + ) + #）# 1 + !（/，#）+ 1 + !（ )，#）+ 1 + & 0’/) + #

这里 2 ) 3 是指存在常数 *，*4，使得 *43$2$*3 &
引理 %［#］ 设 )%!，5 是实数，6 ’ * &，并设

75，6（ )）8&!

（ & 0 + - + #）6

+ & 0 )’- + #, 6 , 5 (.（-）

则有

&"如 5 ’ $，则 75，6（ )）) &
（& * + ) + #）5

，（ + ) +(&*）；

!"如 , % $，则 75，6（ )）关于 ) 有界 &

引理 ’［’］ 设"是! 上的有限正 -./01测度，#’ &
#，则下面的 / 和 9 都是"为#阶 23/104.5测度的充分

必要条件 &
& &存在常数 : ’ $，对任意 ;$，<，有"（ ;$，<）$:<##（这里 ;$，< " #06$7 & * <$ # % &，$$$$$$$ 8{ }< 为一

23/104.5方块）；
!"存在常数 . ’ $，对任意%%!，有

&!
（

& 0 +% + #

+ & 0%) + #
）##("（ )）$ .

$ 主 要 结 果
引理 9 设"是! 上的#阶 23/104.5测度，#)&，&是实数，( ’ $，则存在常数 * ’ $，对一切 ’% .（!）

（.（!）是指 ! 上的解析函数的全体）有

&!
+ ’（ )）+#(（& 0 + ) + #）&("（ )[ ]）& =#

$ *&!
+ ’（ )）+ (（& 0 + ) + #）&=#(.（ )）

证明 取定 #$&并取｛!"｝和 % 满足引理 &，并设

4:; "（!（/，#））
+ !（/，#）+#

，/ %{ }! 8 > ? , <

则对一切 ’%.（!），有

&!
+ ’（ )）+#(（& 0 + ) + #）&("（ )[ ]）& =#

$

*
,<

" 8 &&!（!"，#）
+ ’（ )）+#(（& 0 + ) + #）&("（ )[ ]）& =#

$

*
,<

" 8 &
*& =#
# （& 0 +!" + #）&=#"（!（!"，#））& =#［4:;｛+ ’（ )）+#(；) % !（!"，#）｝］& =#$

*
,<

" 8 &
*& =#
# （& 0 +!" + #）&=#"（!（!"，#））& =#4:;｛+ ’（ )）+ (；) % !（!"，#）｝$

*
,<

" 8 &
*& =#
# （& 0 +!" + #）&=#"（!（!"，#））& =#

*4
+ !（!"，#）+&!（!"，##）

+ ’（ )）+ ((.（ )）$

*
,<

" 8 &
*& =#
# ·*4·*##

"（!（!"，#））
+ !（!"，#）+( )# & =#

&!（!"，##）
+ ’（ )）+ (（& 0 + ) + #）&=#(.（ )）$
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( )（ *）( +（! , ( * ( "）""!#-（ *）.

/!’
( )（ *）( +（! , ( * ( "）""!#-（ *）

上面证明中，第 !个不等式用到了引理 !，第 "个不等式用到了引理 $，第 %个不等式用到了引理 "和引理 $，
第 &个不等式用到了引理 ! 0
定理 ! 设#是’ 上的有限正 ’()*+测度，!"!，则#是’ 上的!阶 ,-)+*.(/测度的充分必要条件是：存

在常数 ! 0 1，对一切 )#/1，有

.23
*#’!’

( )（ *）, )（2）$3*（2）( "!##（2）% !$ )$/1

证明 先证必要性，因为#是!阶 ,-)+*.(/测度，又由［"］可知
( )（ *）, )（2）(%（"（ *，2）4 !）$ )$/1

再由［"］的一已知结果"（1，*）（! 4 5 * 5 "）
!
6%! 以及"（ *，2）7"（1，$*（2））得

!’
( 3*（2）( "!"（ *，2）##（2）.（! , ( * ( "）"!!’

"（ *，2）
( ! ,&*2 ( 6!

##（2）%

（! , ( * ( "）"!, !
6!’

（! , ( 2 ( "）,
!
6

( ! ,&*2 ( 6!, !
"
##（2）%

!（! , ( * ( "）"!, !
6［!’

（! , ( 2 ( "）,
!
6!

( ! ,&*2 ( 6,
!
"!

#-（2）］!%

!（! , ( * ( "）"!, !
6

!$
（! , ( * ( "）"!, !

6

上面的估计中，第 "个不等式用到了引理 8，第 $个不等式用到了引理 6 0
由于#是!阶 ,-)+*.(/测度，由引理 %，有

!’
( 3*（2）( "!##（2）.!’

（! , ( * ( "）"!
( ! ,&*2 ( 6!

##（2）%/ 5 4 9

所以

!’
( )（ *）, )（2）$3*（2）( "!##（2）% !!’

（"（ *，2）4 !）( 3*（2）( "!##（2）·$ )$/1 % !$$ )$/1

下证充分性，取任意小的 6 0 1，作任一 ,-)+*.(/方块
7%，6 . #*:% 8 ! , 6 % # 5 !，%1%%%%1 4{ }6

取 *1 7（! 4 "6）*:（%1 ;
6
"），由［$］知，当 2#7 时，有

"6 % ( ! , *12 ( 5 ’$<
$ 6

取 )（2）7 !
5! 4 *12 5，则 )（2）#99(/1 0取 * 7 *1，则有

( )（ *）, )（2）$3*（2）( "! . ( !
! , *12

, !
! , ( *1 ( "

(
（! , ( *1 (）"!

( ! , *12 ( 6!

[
"

!
’$<
$ 6

, !
! ,（! ,（! , "6）" ]）（! ,（! , "6）"）"

(
!

$<)=
"!
66!

"
:

6"!4!

又由［"］可知

$ )$/1 %$ )$/ % !$ )$/%1- %
!

! , ( *1 ( . !
6

故

!
6 "$ )$/1 " !$!’

( )（ *1）, )（2）$3*1（2）( "!##（2）"
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!"!#!，$
% &（ ’!）( &（)）"*’!（)）% ""##（)）#

!
$""+$#（#!，$）

所以有

#（#!，$）$ !$""

根据引理 %（&）可得#是"阶 ’&()*+,-测度 ,
由于 -./0%-/，故可得：
推论 设#是有限正 .,(*)测度，"#$，则#是"阶 ’&()*+,-测度的充分必要条件是存在常数 ! / !，对

一切 &&-./0，有

+01
’&1!1

% &（ ’）( &（)）"*’（)）% ""##（)）$ !" &"-./0

此推论把［2］中的定理 3推广到更广泛的范围 ,
定理 $在提高阶数的前提下，将［2］的定理 3推广到较大的空间 -/ 上去了 ,
除了考虑 -/ 空间、-./0 空间等与"阶 ’&()*+,-测度的关系外，还可考虑其它空间（如 -0 空间、-./$

空间、-2 空间等）与"阶 ’&()*+,-测度的关系 ,如果解决了这些问题，就会使 ’&()*+,-测度的研究更加系统和
完整 ,
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