
收稿日期：!"""!"#!!$
基金项目：国家自然科学基金资助项目（%&%’&"$(）

作者简介：王玲玲（$&))—），女，江苏射阳人，博士，副教授，主要从事水力学及河流动力学的研究 *

用奇怪吸引子理论研究紊流脉动压力特性
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摘要：通过奇怪吸引子理论研究，提出在“重构相空间”中计算紊流脉动压力时间序列的关联维数，

得出该关联维数取值随嵌入空间维数的变化规律，证明了高流速紊流脉动压力系统中存在奇怪吸

引子，并经计算得出了奇怪吸引子的分数维，该维数即为描述吸引子结构所必须的状态变量的最小

数目 *
关键词：混沌；相空间；吸引子；关联维；紊流；脉动压力

中图分类号：,-$($*! . $ 文献标识码：/ 文章编号：$"""!$&+"（!""$）"(!"""+!"#

自然界中存在着大量无法精确预测的现象，如天气变化、股市涨落等，人们称这些现象为随机现象 *一般
认为，只要收集并研究足够多的相关信息，仍可对这些现象作出较为准确的预测 *然而本世纪初，数学家庞加
莱却指出，在某些特定的系统中，初始条件的微小变化会导致系统的未来无法预测 *紊流脉动压力分布就具
有这一特性，对初始条件、测点位置等试验因素极度敏感，是一个无法预测未来的混沌系统 *然而，混沌的系
统并不意味着完全的无序 *在混沌的表象下常隐藏着一种有序的结构———奇怪吸引子［$］*

! 奇怪吸引子
根据运动稳定性理论，如果将一个动力系统的独立变量构成一个空间，则该空间就是系统的相空间 *取

相空间中的某点作为出发点（也就是以系统的某个状态作为初始状态），随着时间的推移，系统的运动就在相

空间中描绘出一条轨迹 *如果从相空间中任意一点出发的轨迹最终都被吸引到某一特定区域中，那么，就称
这个区域为系统的吸引子 *吸引子就是动力系统行为的归宿 *
若吸引子是一个点，则称之为不动点；若吸引子为一环面，则称之为极限环 *不动点和极限环分别为 "维

和 $维即整数维吸引子 *若系统的运动轨迹到达一个区域之后，既不稳定于某点，也不稳定于某环面，而是表
现为在这一几何区域中的无数次折迭、扭曲、互不交叉，且该区域还有如下特点：（0）它是相空间中的一个子
集，具有非整数的几何维数即分维数；（1）对初始条件十分敏感，进入该区域的位置稍有差异，系统其后的运
动轨迹就会千差万别；（2）具有稳定、低维、非周期、不相交和自相似性 *那么这个几何区域就是“奇怪吸引
子”*图 $为著名的洛沦兹动力系统：
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当参数!，(，& 取值分别为 $" *"，+ 3 (，!+ *"时的奇怪吸引子 *图 !为法国天文学家伊农于 $&’)年发现的弯月
形的伊农吸引子，它是运用简单的方程 !)*$ # $ * %) $ +!!) 和 %)*$ # (!) ，当参数 +，( 分别取为 $ *#和 " *(
时，经过 (万次反复迭代得到的 *
洛沦兹吸引子的维数为 ! *")，表示该吸引子所占据的空间比平面多，比立方体少；而伊农吸引子的维数
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为 ! "#$，表示其所占据的空间介于直线和平面之间 "这两个著名的吸引子都是从确定性系统中经反复的迭
代计算而产生的 "由图 !，#可见，它们均具有上述奇怪吸引子的特征 "
紊流由于粘性作用，其相空间将不断收缩，即紊流系统是耗散系统 "耗散是系统整体稳定性的表现，它使

运动轨迹最终都能稳定地被吸引到吸引子上，使相体积稳定缩小［#］"同时，进入吸引子后，系统的运动轨迹又
随“进入”时的方向和位置的不同而不同，所以，奇怪吸引子具有整体稳定和局部不稳定双重特性 "

图 ! 洛沦兹吸引子
"#$%! &’()*+ ,--(,.-’(

图 / 伊农吸引子
"#$%/ 0)*’* ,--(,.-’(

/ 相空间重构
在奇怪吸引子内部，系统运动轨迹对初始条件极端敏感的特性，可用来解释诸如天气变化、股市涨落、紊流

涡团运动的随机性和长期不可预测性，同时，研究奇怪吸引子的结构也是探求随机现象内在规律的重要手段 "
维数是表征奇怪吸引子特性的最重要的物理指标，它可以反映出无序系统中所隐含的有序结构最基本

的几何特征 "但如何从实测的紊流运动特征量如压力、速度的时间序列中证明奇怪吸引子的存在，并计算出
该吸引子的维数？由于动力系统中的物理量总是相互影响和关联的，某一物理量的演化过程总是与系统中

其它参量的演化过程相关联，因此系统的信息，也就隐含在任一参变量的发展演化过程中，研究该参量离散

的时间序列，也可以获得系统的特性［%］"为此，法国数字家 &’())(于 !*+!年提出重构相空间概念：设某动
力系统有 ! 个独立的状态变量（变量 " 是其中之一），可构成 ! 维相空间 "用变量 " 的离散时间序列 "（ #）和
它的连续漂移 "（ # $!），"（ # $ #!），⋯，" # $（% & !）[ ]! ，重构相空间，其中!称为延滞参数 ’即用时间序列
(（,）) "（,），"（!），⋯，"（% & !{ }）；(（!）) "（!），"（#），⋯，"（%{ }）；(（#）) "（#），"（%），⋯，"（% $ !{ }）；
⋯；(（* & !）) "（* & !），"（*），⋯，"（% $ * & #{ }） 构成 %维空间中的*个点，%又称为嵌入空间维数 "
这样就用 % 维嵌入空间代替了 ! 维状态空间，且 * 个点就在嵌入空间中形成了一条运动轨迹 "
为了计算嵌入空间中奇怪吸引子的维数，可采用以下方法：任给一个正数 + ，计算嵌入空间内 * 个点中

间距小于 + 的点对数，间距小于 + 的点对数占总点对的比值应为（总点对数为 *#）
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其中"[ ]/ 为 -./01213.函数，它的定义为
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若 %取值太大，则所有点对的距离可能都小于 % ，因而有 &（ %）" !，$%&（ %）" "；适当缩小 %值，可能在 %
的某一段区间内，&（ %）随 % 的变化关系近似为

&（ %）" %’ （&）
即在 $%&（ %）和 $% % 的关系曲线上，存在一个近似的直线段，那就说明该动力系统存在奇怪吸引子，且直线的
斜率 ’ 就是该吸引子的维数 (这样求得的维数 ’ 又称为关联维数 (由“维数”的定义可以知道，描述这一动
力系统中奇怪吸引子所需的最小变量个数即为 ’ (

图 ! 脉动压力资料
"#$%! &’()*+#,$ )+-.)) )#$,*(

! 脉动压力的关联维数
在河海大学水工水力学实验室的高速水流

循环系统中，实测得了 ’组清水和 ’组浑水水流
的脉动压力，如图 # 所示 (实验用水自高压水箱
经一短泄水孔口流入试验水槽中，试验水流为明

渠流 (水槽长度为# (()，槽身坡度可以自由调整
（本次试验中取水槽坡度为零）(试验用沙取自黄
河花园口，水流中含沙量用比色瓶直接从水中取

样经分析天平称重测定 (水流脉动压力采用 *+,
- .微型压力传感器量测 (有关试验的水力参数
见表 ! (

表 / 试验参数
0*1(. / 234.-#5.,+ 4*-*5.+.-

工 况 水 头 )) 流 速 )（)·/- !） 测点距出流孔口距离 ))) 节点总数

浑水 ! ’" ("" !0 (1" 11" !"#&
浑水 ’ ’" ("" !0 (1" ’!" !"##
清水 ! !’ (2" !& (13 11" 12(
清水 ’ !0 (1( !0 (#3 11" 00’

注：! (浑水工况含沙量为 ’" 45 6 )#；’ (数据采集时间间隔为 " ("’ / (

数据采集时间间隔为 " ("’ /，即延滞时间"取为 " ("’ / (运用上述重构相空间的理论和方法计算得各工
况的 $%&（ %）和 $% % 的对应关系曲线见图 &，关联维数随嵌入空间维数的变化见图 ( (计算过程中，将延滞时间

"取为 " ("& /，计算得关联维数随嵌入空间维数的变化规律基本不变 (

图 6 (,!（ "）和 (,"对应关系
"#$%6 7.(*+#8,)9#4 1.+:.., (,!（ "）*,; (,"

6 计算结果分析及结论
由计算结果图 &和图 (可以看出，随着嵌入空间维数 * 的增加，图 &中的曲线斜率将渐趋于一定值，该

值即为关联维数 ’ (这一特性就证明了在高流速紊动水流的脉动压力系统中存在奇怪吸引子 (根据分形理
论可知，关联维数 ’ 值即为该吸引子的维数，该值也表示描述紊动系统所需要独立变量的最小数目 (所以，
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图 ! 关联维数与嵌入空间维
数变化关系曲线

"#$%! &’()*#+,-.#/ 0’*1’’, 2+33’()*#+,
4#5’,-#+, ! ),4 /.)-’ -/)2’ 4#5’,-#+, "

本项研究中所测得的浑水序列的奇怪吸引子维数约为 ! " #，而
清水系统约为 $ " %，描述浑水和清水系统的运动最少分别需要
!个和 $个独立变量，在紊流的数模及物模试验中对浑水系统
需着重研究至少 !个物理量，而对清水系统则需研究至少 $个
物理量，才能获得较为完整的流动信息 !
从理论上讲，为了保证“重构相空间”方法的成功应用，延

滞时间!的选择应使所构成的 " 维空间中各个分量都是相互
独立的 !计算实践表明，!取 & !&’和 & !&(，计算结果变化不大，
因此只要所取原始脉动压力资料采集点数足够多，!的取值对
计算结果影响不大，因此，“重构相空间”的方法是一种研究物

理量离散时间序列的实用方法，该方法方便快捷，易于实现 !
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