
收稿日期：!"""!"#!!$
作者简介：唐燮黎（%&$!—），男，上海市人，教授，主要从事结构计算及优化设计研究 ’

超静定梁的最优塑性设计
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摘要：提出用直接变分方法研究超静定塑性梁的最优设计问题 ’数学上它表述为一个具有不等式约
束的泛函极值问题，应用拉格朗日乘子法得到了最优塑性设计的一组必要条件，并由此导出了最优

性条件 ’当目标函数是塑性极限弯矩凸函数时，证明了这一最优性条件也是最优解的充分条件 ’基
于最优性条件可建立求解最优塑性梁的一般方法，这方法能普遍适用于各种荷载形式和支承条件 ’
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一根长 ! 的超静定梁，" 为沿梁轴线的坐标，假设梁截面性质由一个沿轴线可变的参数!（ "）决定，则截
面的塑性极限弯矩和单位长梁的目标函数（如取材料重量或造价等）分别为

# $ #（!） （%）

" $"（!） （!）
由式（%）可解出

! $!（#） （+）
因而我们可将一个确定的塑性极限弯矩的函数 #（"）称为梁的一个塑性设计，把式（+）代入式（!），并沿梁长
积分，得到结构的目标函数

# $!!"
（#）/" （$）

假设函数"（#）为 # 的可微函数，根据其物理含义可合理地假定
%"（#）& " （#）

一个给定的塑性设计 #（"）称为是安全的，若可以找到一个静力容许的弯矩分布 ’（ "），使得在梁的任
意位置 "，条件

( ’（"）(" #（"） （.）
满足 )根据极限分析的下限定理，任一安全设计必能承受给定的荷载 )以式（.）为约束条件，极小化目标函数
式（$）通常会得到梁中某些截面尺寸为零的优化解 )当然，这样的设计不能应用于实际，但能给出目标值的下
界，也能比较不同截面类型的优化结果，具有理论价值，并可供实际设计人员参考 )
笔者试图从实际应用出发，增加一非零最小截面弯矩的约束条件：

#（"）# #’ （,）

式中 #’ 是事先选定的截面最小塑性极限弯矩 )应用约束方程式（,）还可保证梁满足其它设计要求，包括承
受剪力的能力 )
关于塑性梁的最优设计问题曾有不少学者进行研究 )012345［%］只考虑了" 6 *#（* 为大于零的常数）的

线性函数形式 )74894:和 ;84<18［!］，;84<18和 =>?1:/［+］依据最小余能原理提出了一个将塑性最优设计转化成一
个关联的非线性弹性梁分析问题的求解方法 )@ABC452［$］推广了 ;84<18等人的方法，写成最优性条件 )对于梁
的情形，@ABC452的最优性条件可表示为
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! "
!
#!（$）

"!（$） !!"!
{

"

% $ % & ’$

% $ % ( ’$

% $ % " ’$

式中：!———与挠度相容的并满足几何边界条件的曲率，称为运动容许曲率；$———与荷载平衡并满足力学边
界条件的静力容许弯矩；’$———容许的最小塑性极限弯矩；!———价值函数 )
从 #$%&’()的最优性条件出发，寻找任意静不定梁在任意边界条件和受载条件下的最优塑性解比较困

难，也不易得到一个普遍适用的解法 )本文用直接变分法，并结合受弯曲梁的静力容许弯矩的特定表达式，在
目标函数满足条件式（*）的一般假定下，导出了一个更为直接、便于应用的最优性条件 )基于这一条件可以建
立求解最优塑性设计的一般方法 )当!（’）是凸函数情形，所得的最优性条件对最优解而言不仅是必要的而
且也是充分的 )

! 最优性的必要性
任意的 * 次超静定梁，在集中力、集中力偶和分布力作用下，只要适当选取 * 个多余力（或多余力偶）

+,，一切静力容许的弯矩分布都可以写为

$（-）" "
*

, " "
.,（-）+, / 0（-） （+）

式中 .,（-），0（-）为具有分段表达式的函数，只取决于梁的受载形式和支承条件，因此是设计的已知函数 )
如此，梁的最优塑性设计就是要在一切满足最小塑性极限弯矩要求的安全设计中寻求具有最小总目标值的

设计，数学上它表述为关于 ’（-）和 +, 的一个具有不等式约束的泛函极小值问题：

极小化 # "#
1
!（’）,- （-）

满足 （"
*

, " "
.,（-）+, / 0（-））.! ’.（-） !! - ! 1 （"!）

和 ’$ ! ’（-） !! - ! 1 （""）
引进非负松弛函数 2（-）和 3（-）后，式（"!）和（""）可写成等式约束：

（"
*

, " "
.,+, / 0）. / 2 4 ’. " ! （".）

和 ’$ / 3 4 ’ " ! （"/）
对约束式（".）和（"/）分别引入拉格朗日乘子$（-）和%（-）后，得到上述泛函极值问题的拉格朗日函数：

5 "#
1

｛!（’）/$［（"
*

, " "
.,+, / 0）. / 2 4 ’.］/%（’$ / 3 4 ’）｝,- （"0）

拉格朗日函数 5 对’，2，3 和 +6（ 6 1 "，.，⋯，*）的变分给出了除约束方程（".）和（"/）外的一组极值的必要
条件：

#! 4 .$’ 4% " ! （"*）

$ " ! 2 ( !
$$ ! 2 " }! （"2）

% " ! 3 ( !
%$ ! 3 " }! （"3）

#
1

.$.6（" .,+, / 0）,- " ! 6 " "，.，⋯，* （"+）

设 ’（-）和 +, 是满足约束方程式（".）（"/）和必要条件式（"*）4（"+）的安全设计和相应的多余力，那么
由式（+）给出的 $（-）就是与 ’（-）相关的一个静力容许的弯矩分布 )显然在梁内不存在使 ’ 5 6 $ 6和 ’ 5
’$ 同时成立的截面，否则由式（".）和（"/）知，在这样的截面处有 2 5 !和 3 5 !，应用式（"2）和（"3）就得到

$1%1 !，代入式（"*）得 #! 1 !，与假设条件（*）矛盾 )因而整个梁长 1 可分为两部分之和，1 1 1" 7 1.，使在 1"
上有 ’ 1 6 $ 6和 ’ 5 ’$，在 1.上有 ’ 1 ’$ 和’$ 6 $ 6 )
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根据极值条件式（!"）#（!$）可进一步得到

! ! % " !
"#

&# # ! $ % $ & ! ’!

" ! % ! ! "# # ! #% & ! ’
}

&

（!’）

利用式（(）和（!’），式（!(）可改为

"
’!

()
"#（ $ % $）)*+（%）,& ! % ) ! !，&，⋯，* （&%）

)*+（%）!
! % + %
% % ! %
, ! % -

{
%

（&!）

式（&%）为最优性条件，将式（!(）代入后可得确定多余力 ./ 的一组 * 个方程 0由此解得 * 个多余璃 ./ 后，得

到最优塑性设计问题的一个极值解：

#（&）!
$#

*

/ ! !
(/./ 1 2 $ $#

*

/ ! !
(/./ 1 2 $ + #%

#% $#
*

/ ! !
(/./ 1 2 $$ #

{
%

（&&）

必须指出，依目标函数$（#）的具体选取，方程组（&%）可允许 ./ 有多组解，对 ./ 的每一组解，按式（&&）
都有一个相应的极值设计 0由下节充分性的证明可以断言只要$（#）是 # 的凸函数，这些设计都有相同的
目标函数值 0

! 最优性的充分条件
在$（#）是凸函数的假设下，我们可以证明最优性条件不仅是最优塑性设计的必要条件，而且也是充分

条件 0设 ./ 是方程组（&%）的一组解，#（&）是将解 ./ 代入式（&&）后得到的设计 0又设 #%和 .%/ 是满足约束

#% & $# (/.%/ 1 2 $ （&-）

和 #% & #% （&.）

的任一设计，则两个设计的结构总价值之差为

$% ,$ !"
’

［#（#%）,#（#）］,& （&"）

根据#（#）是凸函数的假设有

#（#%）,#（#）& "#（#）（#% , #）
将上式代入式（&"）的右端，并将整个梁长上的积分写成在 / % / 0 /#(/./ 1 2 /$#%，%&#% 和 %$ 2 #% 三

部分上积分之和，于是

$% ,$ ! "
$ % $$#%

"#（#）（#% , #）,& 1"
% + #%

"#（#）（#% , #）,& 1

"
% - , #%

"#（#）（#% , #）,& ! $! 1$& 1$-

（&3）

由假设 "# 4 %及式（&&）和（&.）得

$! ! "
$ % $ - #%

"#（#）（#% , #）,& & % （&$）

由假设 "# 4 %及式（&&）和（&-）得

$& !"
% + #%

"#（%）（#% , %）,& &"
% + #%

"#（%）（# ().%) 1 2 , %）,& !

"
% + #%

"#（%）#（.%) , .)）(),& （&(）
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!! !!
" # $ %"

&"（$ "）（%" ’ "）"( #!
" # $ %"

&"（$ "）（$$ )*+"* $ , ’ "）"( !

$!
" # $ %"

&"（$ "）$（+"* $ +*）)*"( （#$）

将式（#%）&（#$）代入式（#’），并用最优性条件式（#(）得

!" $!#!
" - %"

&"（"）$（+"* $ +*）)*"( $!
" # $ %"

&"（$ "）$（+"* $ +*）)*"( !

$（+"* $ +*）!
.)

)*
&"（ / " /）*+,（"）"( ! ( （!(）

上式表明当!（%）是凸函数情形，在一切满足安全条件和最小塑性极限弯矩条件的设计中满足最优性条件
式（#(）的设计目标函数值最小，因而是最优塑性设计 0

! 算 例

例 " 梁长 .，两段固定，受集度为 1 的均布荷载（图 )（-）），设" .#%（# / (，常数）0由对称性知两端支

座反力均为
)
# 1.，取左端弯矩 + 为多余力矩，则静力容许的弯矩分布

"（(）! + ’ )
# 1.( $ )

# 1(# （!)）

图 " 两端固定受均布荷载梁的塑性优化设计
#$%&" ’()$*+, (,+-)$. /0-$%1 23 + 41$325*,6 /$-)5$74)0/ 70+* 8$)9 )82 3$:0/ 01/-

由 0 "（(）0 . %" 解得

() ! .
# $ .#

1 ’
#（+ ’ %"）% 1 (# ! .

# $ .#
1 ’

#（+ $ %"）% 1

(! ! .
# ’ .#

1 ’
#（+ $ %"）% 1 (1 ! .

# ’ .#
1 ’

#（+ ’ %"）%










1

（!#）

梁内弯矩分布如图 )（2）所示 0对本例，最优性条件式（#(）写为

#!
.)

*+,（"）"( ! (

由图 )（2）显见，完成积分后上式成为
$ () $ (# ’ (! ’ (1 $ . ! (

将式（!#）代入上式，得到确定 + 的方程

# .#
1 ’

#（+ ’ %"）% 1 ’ # .#
1 ’

#（+ $ %"）% 1 $ . ! ( （!!）

解之得 + ! 3
%#

"

1.# $ !
!# 1.

# （!1）

因! .#% 是凸函数，本问题的最优塑性设计为
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!（"）#
$ % & !

" ’(" ) !
" ’"" $ #! " * "!，"" * " * "$，"% * " ! (

!+ "!! " ! ""，"$! " ! "
{

%

（$&）

将式（$%）代入式（$"）可求得

"! # !
% (（! ) !’

!+

’("
） "" # !

" ( ) "! "$ # (
" & "! "% # ( ) "! （$’）

目标函数为

! #""
(

#
!(" #"（

’("
$" & )

!"
+

’( ） （$*）

+,-.,/和 0-,12-［"］曾用关联的非线性弹性梁方法计算过同样的例子，容易验证，两种方法的结果相同 ,
例 ! 梁长 (，一端固定，在距简支端为 - 处有一集中力 . 作用（图 ",）,

图 ! 一端简支一端固定受集中荷载梁的塑性优化设计
"#$%! &’(#)*+ ’+*,(#- ./,#$0 12 * 3/*) ,435/-(/. (1 * -10-/0(6*(/. +1*.

设目标函数可表为

# #"!$ （$)）
其中"，$为大于零的常数 ,取简支端支座反力 % 为多余力，静力容许的弯矩分布可写为

+（"）#
%" #! " ! -
%" ) .（" ) -） - * " !

{ (
（$3）

梁内弯矩分布形式如图 "4所示 ,图中 "/（ / 5 !，"，$）为弯矩绝对值等于最小容许塑性极限弯矩 !+ 的点，容

易得到： "! # !+ 0 % "" #（.- ) !）+ 0（. ) %） "$ #（.- & !+）0（. ) %） （%#）
将式（$)）和（$3）代入式（"#），写成分段积分得到最优性条件为

%$)!"
-

"!
"$(" &"

""

-
"［%" ) .（" ) -）］$)!(" )"

(

"$
"［.（" ) -）) %"］$)!(" # #

上式积分后利用式（%#）得到确定 % 的方程：

$［（-%）!&$ ) !!&$
+ ］& $%"

（. ) %）"
［"!!&$

+ )（-%）!&$ )（.( ) .- ) (%）!&$］&

（! &$）
.-%"

（. ) %）"
［（-%）$ )（.( ) .- ) (%）$］# #

（%!）

显然多余力 % 还必须使不等式 # 6 "! 6 - 6 "" 6 "$ 6 ( 成立，由式（%#），要求以下不等式成立：
!+
- * % *

.（ ( ) -）) !+
( （%"）

因此方程式（%!）的实根中只有满足式（%"）的解才对应有极值设计，由式（""）和（$3），极值设计为

!（"）#

!+ " ! "!
%" "! * " ! -
%" ) .（" ) -） - * " ! ""
!+ "" * " ! "$
) %" & .（" ) -） "$! " !













(

（%$）
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将式（!"）和（"#）代入式（!）可积分出相应的结构目标函数值：

! ! "
（$ "#）（# $ %）［#&

$"#
’

# " %
% " (#"$#%# "（#) $ #( $ )%）$"#］ （!!）

作为数值例子，取 ( % &’( )，&’ % &’&)#)，式（"#）中的参数#取三种不同数值：
（*）#% &’+，当梁截面取为等宽高度可变的矩形形状，单位长梁重作为目标函数时属于这一情形 *相应的

"%$（
(+
%
）
$
)，其中$，%，+ 分别为材料的重度，弯曲应力和梁的宽度 *

（,）#% $，当梁截面取为等高宽度可变的矩形形状，单位长梁重作为目标函数时属于这一情形 *相应的"

% )$
%,
，其中$，%的定义如前，, 为梁的高度 *

（-）#% )，将 ( % &’( )，&’ % &’&)#)，% %!%# 代入式（!$），得到关于无量纲量!% 的方程：

#［（&’(!%）$"# $（&’&)）$"#］" #!%)

（$ $!%）)
［)（&’&)）$"# $（&’(!%）$"# $（$ $ &’( $!%）$"#］"

（$ "#）
&’(!%)

（$ $!%）)
［（&’(!%）# $（$ $ &’( $!%）#］! &

（!+）

令"! % !
"##)#. $为无量纲的结构目标函数，则式（!!）写为

"! ! $
$ "#

$
（$ $!%）［#（&’&)）

$"# $ "!%
!% " &’($"#!%# "（$ $ &’( $!%）$"#］

表 ! 例 "问题的最优塑性设计
#$%&’ ! ()*+,$& )&$-*+. /’-+01

234 *5’ -’.31/ ’6$,)&’
情形 # !% !&
* & *+ & *&+!/$+ & *)"#/#0
, $ & *$+00!" & *&0&)/!
- ) & *)&#$+/ & *&&(/+$

对给定的#，用数值方法求解方程式（!+）得到!%，代入上式可求得相应
的无量纲目标函数 *对应三种情形的解列于表 $ *

7 结 语

用本文方法对塑性梁进行优化设计归结为求解最优性条件方程式

（)&）*算例表明，用这一方法求解不涉及相容性的曲率分布，因而较之
现有的一些方法更为简便、有效 *
在方程式（)&）左端不能给出有限形式的积分时，可用数值积分法求解该方程组 *对于多次超静定问题，

求解时无原则困难 *
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