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摘要：采用原参数形式 ,-.方程直接解法，研究高 !" 数下 ,-.方程数值解法 +波阵技术可节省内
存，提高计算效率；混合插值函数可避免求解过程中的压力振荡；时间推进解法和简化迎风有限元

技术可防止解的非物理振荡；低雷诺数的收敛解作为高雷诺数的初场，定常解作为非定常解初场，

可提高解稳定性，加快收敛速度 +最后以驱动方腔为计算实例，对解法进行了验证，得到的结果与经
典结果吻合较好，为高 !" 数下 ,-.方程的数值解提供了参考 +
关键词：,-.方程；高 !" 数；/0123456有限元；时间推进法
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,-.方程的数值求解一直是流体力学的首要难题 +特别是在高 !" 数条件下，方程中粘性项作用减弱，椭
圆方程退化为双曲方程，难以得到稳定解 +本文采用原参数形式的 ,-.方程的直接解法，对高 !" 数下 ,-.方
程数值解法进行了研究 +在直接解法中，散度条件作为压力方程给出，动量方程与压力方程同步求解，避免了
动量方程与压力方程迭代求解，从而使计算程式得到简化［$］+最后采用 /0123456有限元迭代解法和时间推进
解法，对高 !" 数下驱动方腔内剪切流动进行数值模拟，得到了较好的结果，为高 !" 数下 ,-.方程的数值解
提供了参考 +

$ 控制方程及其离散

$ +$ 控制方程
采用原参数形式 ,-.方程进行求解，通过引入特征速度和特征长度，进行无量纲化，得到非定常方程形式：
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在上述方程中，场量 #$ < #$（ (’，%），是时间和空间的函数 -经过一定时间，场量（#$）趋于稳定，不再随时间发

生变化时，方程就退化为定常形式：
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该方程中 #$ < #$（(’），仅是空间的函数 -
以上述原理为基础，我们通过时间推进解法，采用非定常形式的方程求解定常问题，这对高 !" 数下 ,-.

方程的求解是很有意义的 -当 !" 数较小时，定常形式的 ,-.方程求解比较方便，但当 !" 数增大时，方程的
求解性能越来越差，而非定常 ,-.方程在高 !" 数下稳定性较好，这时就可以采用非定常解逼近定常解 -本文
即采用这种思想对高 !" 数下 ,-.方程求解 -
$ -% 方程的离散
采用 /0123456有限元方法对方程进行离散 -对速度场采用 :节点二次等参数单元，压力场采用 9节点线

性单元：
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文献［%］提出了这种混合单元插值的方法，该方法的作用类似于交错网格，可以抑制求解过程中的压力震荡 *
将式（$）代入 &’(方程组（"）（%），对各单元进行 )*+,-./0积分，对非定常项采用三层隐格式时间差分离散

以提高求解过程的稳定性［$］，最后得到统一形式代数方程组：

!!+," " "
式中：!———系数矩阵；!+ 1 "———第 + 1 "次迭代的场量值；"———包括时间项和体积力 *

! 方程的求解

! *" 波阵解法
采用原参数形式 &’(方程耦合直接解法求解速度场、压力场，压力和速度同时解出，不需求解压力泊松

方程，求解方便 *但这也带来了一个问题，就是求解方程繁多，这样刚度矩阵势必十分庞大，需要很大的内存
空间来存放，并且在消元过程中元素的寻址运算也会花掉很多时间，这样就大大地降低了计算效率 *通过分
析可以发现，刚度矩阵是一个稀疏矩阵，因此我们引入波阵解法求解代数方程组［#］*实践证明，波阵法对节省
内存和提高计算效率是十分有效的 *
! *! 非定常解逼近定常解
在应用定常 &’(方程求解时发现，当雷诺数增大到一定值时，解开始振荡 *为此，在高雷诺数下采用非定

常 &’(方程求解，用非定常解逐步逼近定常解 *在非定常 &’(方程求解时首先遇到的问题是初场的选取问
题，初场选取不当，将直接导致求解效率降低甚至不收敛 *我们在求解过程中发现，采用较低雷诺数下定常解
作为初场可以大大提高解的收敛速度 *因此，我们在求解高 -. 数下的 &’(方程时，先用定常 &’(方程在较低
雷诺数下求解，待基本稳定后，将其结果输出作为高雷诺数下非定常 &’(方程的初场 *
! *# 简化迎风有限元技术
为避免解的非物理振荡和发散，采用简化迎风有限元技术（(23)）处理对流项，其基本思想是仍然使用

)*+,-./0方法中的基函数作为权函数，所不同的是对流项采用数值积分 *为反映格式的迎风特点，积分基点取
在偏离中心的某一位置，偏离程度取决于迎风强度的大小［4］*

图 " 驱动方腔边界条件
$%&’" ()*+,-./ 0)+,%1%)+2
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# 计 算 实 例
采用上述算法，对驱动方腔内剪切流动问题进行了计算 *驱动方腔内剪

切流动是粘性流动计算方法常用的考核算例 *其边界条件如图 "所示 *严格
地讲，驱动方腔上盖与静止固壁的交点是奇点，为在计算过程中避免出现奇

点，简化计算程序，我们在壁角上给定滑动边界条件：壁角处速度取上盖速度

! 5 /!’ *压力参考点取在空腔底部中点，腔内计算单元按 "6 7 "6 均匀分布
（图 "）*流动雷诺数 -. 5 /!’0 1#，其中 /!’为方腔上盖速度，取为特征速度，0
为方腔的边长，取为特征长度 *
# *" 较低 #$ 数的定常解
首先我们采用定常解法进行求解，目的是了解 -. 数的变化对解的稳定

性的影响，同时也为后面非定常解提供初场 *计算结果如图 %，$ *
图 %是迭代收敛过程，从图中可以看出在雷诺数较小时（-. 8 $666），迭代解收敛很快，收敛过程稳定，当

-. 数增加到一定程度以后，解产生大幅度振荡（如图 %中 -. 5 $666的情形），得不到收敛解 *原因是当 -. 数
增加到一定程度后方程（$）中粘性项的影响减弱到可以忽略不计，椭圆方程退化为双曲方程，在高 -. 数下
方程难解，这就是我们在后面采用非定常解逼近定常解的原因 *
图 $（*）（9）分别是 -. 5 #66，-. 5 "666时方腔中心线上的速度曲线（图中 /，2 为水平速度 !，垂直速度

% 的无量纲表示），与经典结果［:］比较吻合很好，随 -. 数的增加误差略有增大，原因是随 -. 数的增加，网格
雷诺数增大，稳定性减弱，引起误差增大 *
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图 ! 迭代收敛过程
"#$%! &’()*’#+, -+,.()$(,-( /)+-(00

图 1 定常解方腔中心线速度分布
"#$%1 2’(*34 56+7 .(6+-#’4 3#0’)#89’#+, *’ -(,’() 6#,( +5 0:9*)( -*.#’4

图 ; 非定常解方腔中心线速度分布
"#$%; <,0’(*34 56+7 .(6+-#’4 3#0’)#89’#+, *’ -(,’() 6#,( +5 0:9*)( -*.#’4

1 !! 高 !" 数的非定常解
由于定常 !"#方程在高雷诺数

下解不收敛，我们使用非定常的 !"#
方程通过时间推进逼近定常解 !在非
定常流动情况下分别计算了 "# $
%&&&，’ &&&的两种情况 !时间步长为

!$ & ! &%，迭代收敛精度取为" $
& !&% !为了节省计算时间，加快收敛速
度，在 "# $ %&&&时，我们用定常流动
计算的收敛解作为计算初场，"# $
’&&&时，用 "# $ % &&&时的收敛解作
为计算初场 !计算结果如图 ( ) * 所
示 !

图 = 流线分布
"#$%= 2’)(*>6#,( 3#0’)#89’#+,

图 ? 压力分布
"#$%? @)(009)( 3#0’)#89’#+,
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驱动方腔中心线速度分布曲线如图 !所示 !与经典结果［"］比较，"# # $ %%%时符合很好，"# # & %%%时有
一些偏差，主要反映在计算峰值点偏向方腔中心 !分析其原因，可能有两个方面：（’）网格分布不太合理，单元
划分比较粗糙，对高雷诺数流动的壁面附近的变化不适应 !如果将网格划分得再细一点，壁面处布置密一点，
结果就好一些 !（(）采用了简化的迎风格式，给计算结果带来误差 !总体说来，计算结果基本上反映了方腔内
的剪切流动情况 !
图 &（’）（(）是 "# 分别为 $%%%，&%%%时的流线分布图 !从图中可以看出，在 "# # $ %%%，& %%%时方腔的壁

角上出现了二次涡，并且随着雷诺数的增加，上游二次涡减小而下游二次涡增大，流线更加密集，主涡更加充

满空腔，计算结果与文献［"］的结果是一致的 !图 "是对应的压力分布图，图中壁角奇点处压力线密集，随 "#
数增加，方腔由内向外产生压力梯度，等压线中心与主涡中心一致，主涡中心为压力最低点 !与流线分布图一
致，随着雷诺数的增加，方腔内压力梯度增加，空腔中心的压力减小，主涡的旋涡强度增强，使得主涡向方腔

中心移动，更加充满空腔 !
通过比较定常和非定常的计算结果（图 )（(）与图 !（’）），可以看出在 "# # $ %%%时定常与非定常两种方

法均能得到计算结果，但用非定常逼近定常解得到的计算结果明显优于定常解的结果，在 "# # & %%%时定常
得不到收敛解，而非定常方法可以得到收敛解 !由此可以说明，在 "# 数较高的情况下适宜用非定常逼近定
常解 !

! 结 论

（’）原参数形式的 *+,方程耦合直接解法求解速度场和压力场，不需求解压力泊松方程，求解直观、方
便；同时采用波阵技术减少了内存开销，提高了计算效率 -（(）采用混合插值函数和简化迎风有限元技术，抑
制了解的非物理振荡，提高了解的稳定性 -（.）采用低雷诺数的收敛解作为高雷诺数的初场，定常解作为非定
常解初场，提高了解的稳定性，加快了收敛速度 -（/）以驱动方腔为计算实例，采用时间推进解法，用非定常解
逼近定常解，得到了高雷诺数下 *+,方程稳定解，与经典结果比较吻合较好 -
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