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反馈网络在优化问题应用中的理论研究

赵启林，卓家寿
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摘要：针对反馈网络在优化问题求解中的问题，探讨了反馈网络与能量函数之间的关系，证实了构

造的神经网络只有满足一定条件时，网络平衡态才可能对应能量函数极小点 ’同时文中给出了 #条
用于优化求解网络设计的设计准则和方法 ’
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美国物理学家 ,-./0123教授于 %$(*年提出了著名的 ,-./0123网络［%］，并用一组微分方程表达如下：
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式中：’"& 4 ’&"，-———可微的严格单调上升的函数；!"，*" 5 " .同时 ,-./0123构造了一个能量函数
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随后 ,-./0123严格证明了 3/
3 # # "，当且仅当

3("
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基于 ,-./0123网络总是朝着能量 / 减少的方向运行，而且网络的稳定平衡点就是 / 的极小点这一事
实，许多学者提出了许多用于工程优化问题求解的广义的 ,-./0123网络［! 6 7］.这些网络的共同特点是将优化
目标函数与约束条件利用罚函数法建立一个能量函数，然后再利用这一能量函数给出一个神经网络动态演

化方程 01 4 2（1）使式（#）成立 .认为网络的解就是优化问题的一个解，但是许多数值模拟结果却是失败的 .
89:问题就是一个典型的实例［;］.<02=->在利用 ,-./0123网络求解 89:问题时发现它在 %""次的重复试验
中，只有 %7次能在 %"""次的迭代中收敛到有意义的路径，*"次在 % """次迭代内不收敛，其他 *7次则毫无
意义 .本文则通过讨论分析说明：用神经网络进行优化问题的求解时，能量函数与网络动态演化方程仅仅满
足式（#）不一定能够得到优化问题的解 .

! 用于优化问题的神经网络稳定性
当我们构造一个网络用于优化问题的求解时，首先考虑的是该网络的稳定性，即网络从任何初值都可以

收敛到平衡态 .下面的定理将说明仅满足式（#）是不能保证所构造的神经网络是稳定的 .
定理 !［&］ 连续自洽动力系统的稳定性判据：对于由微分方程

01 $ 2（1） （*）
所表示的系统 2：*3$*3 是连续的，它是完全稳定的条件：存在一标量函数 (（1）：*3$*%，(（1）有一阶偏

连续导数并且（?）3(3 ##"且 0(（ #）4 "时，当且仅当313 # 4 "；（@）1 4 2（1）的所有解都是有界的 .

可见如果要使构造的网络是稳定的，1 4 2（1）的解必须有界 .而在实际应用中，许多网络都没有考虑到这
一点 .而 ,-./0123网络在满足式（#）的条件下是稳定的，是因为已经证明 ,-./0123网络在 ,-./0123严格的假设条
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件下网络的解是有界的［!］!一旦这些条件被破坏，网络就可能不稳定 !下面取一个简单的算例来说明这个问题 !

"不取连续可微 "#$%&#’ 函数，而取线性函数 # ( "（$）( $ !对简单的一维问题’%
’ & ( % 来说，方程的解是

%（ &）( %（)）*&，可知该解是无界的，因而网络是不稳定的 !计算机模拟也不能够得到方程平衡态的解 ) !

! 能量函数极小点与平衡态的关系
事实上即使根据优化问题的目标函数与约束条件而构造的神经网络是稳定的，网络的平衡态也不一定

对应能量函数的极小点 !下例可以说明 !

取能量函数 ’（%）( + %，网络的动态演化方程’%’ & ( %,，可以证明这一网络是稳定的 !

证：
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%（ &）( ) !可见网络的解是有界的，并且网络的平衡态 % ( ) !但它明显不是 ’（%）的极小点 !这是因

为在平衡态下
’%
’ & ( )，根据式（0）有’’’ & ( )，但不一定有’’’% ( ) !那么平衡态就不一定满足能量函数 ’ 极小的

一阶必要条件，故网络的平衡态也就不可能得到优化问题的极小解 !上面所取例子就属于这种情况 !

另一种情况下，如果
’’
’%与
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则平衡态对应能量函数极小的一阶必要条件 !因为在平衡态下’%
’ & ( )有’’

’% ( ) !但即使这样，由网络的解也

不一定得到优化问题的解，因为式（1）仅满足了优化问题的一阶必要条件，并不是充分条件 !

现用一个算例来说明这个问题 !取网络的动态演化方程是’%
’ & ( 2%, + 3%0，能量函数 ’（%）( %3 + 0%0 !

容易知道动态演化方程是有界的，而且是稳定的 ! % ( )，, ! ,1 是方程的平衡态 !表 - 给出了不同开始点下
-)))次迭代后计算机模拟的收敛数值 !可见不同的开始点将收敛到平衡态 )与 , ! ,1 !但是 )不是函数 ’ 的
极小点，而是它的一个拐点 !

表 " 不同开始点的收敛值
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但对于工程问题，当目标函数满足极小点的一阶必要条

件时，一般可以得到一个极小点 !因此，对于如下利用罚函数
形成的优化问题：%#5’（%）和它的网络动态演化方程 *% (

+（%）应该满足如下几条准则：（6）’’’ & !)且’’
’ & ( )时当且仅

当
’%
’ & ( )；（7）*% ( +（%）的解有界；（8）’’’%可以表达成

’’
’% (

)（%）’%’ &，)（%）是任一函数 !则满足以上 0个准则的神经网

络一般可以得到工程优化问题的极小解 !

证明：由条件（6）（7）可知网络是稳定的，即最终网络的解满足’’’ & ( ) !由条件（8）得’’’% ( )，则网络的解对

应 ’（%）的极小的一阶必要条件 !同时由条件（6）可知 ’（%）是单调下降的，所以一般可以得到 ’（%）的一个
极小点 !

8 优化问题的神经网络方法设计
考虑工程结构优化问题
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采用外罚函数法，构造其增广目标函数
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这里，!是 #$%&$’%(乘子，(（.）和 ,（.）是罚函数：
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以增广目标函数（"）作为网络的能量函数，首先取网络的动态演化方程满足条件（ 1）：
,2
," # 3 !（"）,", 4 !（"）" )（对于任意定义域内的 "） （-）

!（"）取 !，"*，./%01/,函数等，则根据式（+），（-）有网络动态演化方程
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很容易证明式（"）和（!)）是满足准则（$）与（2）的，只要选取适当的 !（"）使式（!)）的解有界，则一般情况下可
得到问题（3）的极小解 5

! 结 论

本文讨论了利用反馈神经网络求解工程优化问题时应注意的问题，并指出，根据优化目标函数所设计出

来的神经网络仅仅能满足能量单调下降与平衡态对应
,2
, 4 4 )的条件，并不能保证网络稳定及得到能量函数

的极小解，它还应该满足网络的解有界等具体的条件 5这样就为反馈神经网络在工程结构优化设计中的应用
提供了可靠的理论基础；同时还给出一个用于求解优化问题时网络设计的简单方法 5这个方法中有界性的证
明是网络设计成功的关键，但也是设计的难点，因为网络解的本身是待求的 5
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