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摘要：推导了 +,-.（!）近似公式，引进了求解地下水运移参数的新方法 )为验证该方法在实际求参中
的可靠性，通过两个实例，用 +,-.（!）近似公式计算了压力传导系数和水动力弥散系数，计算结果表
明该方法的精确性和实用性 )
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余误差函数 +,-.（!）的反函数很难精确地用初等函数显式地表达出来，这给地下水运移问题的求参带来
不便 "传统的求参方法（配线法、正态分布函数法、线性回归法、直线图解法）不仅需要大量的观测资料，并且
操作过程中人为性大 "虽然 234536软件中的 +,-789函数能很好解决此问题，但仅局限于计算机上操作 "因此
非常有必要对 +,-.（!）近似公式进行推导，探讨出一种用公式反求地下水运移参数的直接方法，以弥补传统
方法的不足 "

% !"#$（!）近似公式

%&% 公式的推导
余误差函数 +,-.（!）的定义式为
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下面只需求出"
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当 ! # "时，易证明
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) 为 *+, 平面上正方形域：> !%&%!，> !% (%!（见图 $）"
为方便 +;<（ > &! > (!）被积出，将正方形的积分域 ) 化为其外接圆)!和内切圆 )$（见图 $）之间某个圆

域 )&，且 )&半径为 -，显然，! ? - !? ! !，令 - @ .!，则 $ ? . !? ! "不妨将 . 看成 ! 的函数，则

’ # $
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+;<（% &! % (!）=&=
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( # "［$ % +;<（% -!! ）］# "［$ % +;<（% .! !!! ）］ （#）

同理，! / "时，有

’ # % "［$ % +;<（% .! !!! ）］ （&）
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图 ! !!，!，!!，!"四个积分域的

位置关系

#$%&! ’()$*$(+) (, ,(-. $+*/%.01 2(30$+)：

!!，!，!!，!"

将式（!）（"）代入式（#）得

$%&’（!）"
( # ( # $)*（# $+ !+" ） （! # ,）

( % ( # $)*（# $+ !+" ） （! & ,
{

）
（-）

为计算方便，在误差允许范围内，将 $ 近似成常数，便可得 $%&’（!）近似
公式

$%&’（!）$
( # ( # $)*（# $+ !+" ） （! # ,）

( % ( # $)*（# $+ !+" ） （! & ,
{

）
（.）

将式（.）进行等价变换，得到

!+$
# /0［+$%&’（!）# $%&’+（!）］

$+
（1）

$%&’（!）%(，! 取‘ 2’，否则取‘ 3’，（( 4 $ "4 +，且 $ 为常数）即可
方便地求解参数 ’
!4" " 值的确定

由式（1）易得 $+ 5 3 /0（+$%&’（!）3 $%&’+（!））
!+

（!&,） （(,）

可以证明

$+（# !）" $+（!） （((）
因此只要探讨出在 ! 6 ,（即 $%&’（!）4 (7,）的情况下的 $ 值即可 ’

本文通过将大量的数据（!，$%&’（!））代入式（(,）进行 $ 值试算，发现 $ 在 $%&’（ !）小区间内变化不大，可近似
成常数（见表 (）’由表 (确定的 $ 值在实际地下水运移求参中精度已足够，并且 $ 值分布有规律、便于记忆，
因此可作为实际运用中一种参考 ’

表 ! 不同 /.,5（#）区间的 " 值的确定及 /.,5（#）误差评价

6071/ ! 8/*/.3$+0*$(+ (, " 0+2 /..(.) (, 099.(:$30*/ ,(.3-10 (, /.,5（#）$+ /05; /.,5（#）$+*/.<01

$%&’（ !）区间 ,7,,! 8 ,7,(9( ,7,(9( 8 ,7,!(( ,7,!(( 8 ,7(!-( ,7(!-( 8 ,7#-,1 ,7#-,1 8 (7,,,,

$取值 (7,1 (7(, (7(( (7(+ (7(#
最大相对误差 ( : (7!" 97"" (7.- ,7.! ,71#

注：表中仅列出 $%&’（ !）4 (7,的情况，对于 $%&’（ !）6 (7,，应取 $%&’（ !）值为 + 3 $%&’（ !）后再查表 (，表中每个区间不取左端点 ’由于 $%&’（ !）4
,7,,!的观测资料在实际地下水求参问题中较少用，故表中未列出该情况下 $值 ’

" 用 /.,5（#）近似公式求解地下水运移参数
介绍两种 $%&’（!）近似公式求参方法：资料稀缺时，如只有一个观测数据，则直接利用式（1）；若资料丰

富，可充分利用资料，将式（1）与最小二乘法结合，得
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令
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5 ,，即可求出参数!’

式中：*———观测资料的个数；!———包含在变量 !+ 中待求的参数 ’
算例 !［+］ 涡阳地区某河流，垂直河岸布置了几个观测孔，河流瞬时洄水上升!,,，- 5 ( ;，第 -"天各孔

观测资料列入表 +，计算潜水压力传导系数!’
根据地下水动力学原理及算例中地质条件，很容易得到模型的解析解：

!,!，- " !,.，-$%&’（"）

" " !
+ !"

}
-

（(#）

式中 /（!，-）5!,!，- 5 ,.，- 3 ,.，-，为 ! 点 - 时刻的水位变幅，!为压力传导系数 ’
为验证 $%&’（ !）近似公式求参的可靠性，分别考虑两种情况：（>）利用单孔资料求参：将各观测孔实测数
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据直接代入式（!）分别求得：!" # ""$%!& ’ ( )，!* # "!&%*+ ’ ( )，!, # ","%!" ’ ( ) !（-）利用多孔资料求参：将观
测资料代入式（"*）和（",），求得!多 # ",* !+"’ ( ) !

表 ! 涡阳地区地下水位观测资料
"#$%& ! ’$(&)*&+ ,)-./+0#1&) %&*&%( 2/ 3.-4#/, #)&#

孔号 " * ,

观测孔距河岸距离 "’ $.%! "*/%, ,$,%$
"#/，$ "’ /%$* /%+0. /%/"

文献［*］中采用的配线法计算的结果为!配 #
$*"%0*’ ( )，与 1234（%）近似公式法求参结果相差很
大 !为说明各种方法求参可靠性，将它们求出的!
分别代入式（",），计算!#&，$，通过!#&，$计算值与实

测值误差大小来衡量各种求参方法的可靠性高低

（见表 ,）!从表中可分析到：（5）由!配 算出的 , 个
孔中的!#&，$误差都是最大的，因而配法求!的可靠性最低；（-）由!, 求出的!#&，$在总体上误差最小（均不

超过 */6）!因而 ,号单孔资料求!的可靠性最高；（4）由!多 求出的!#&，$和 ,号单孔最接近，而由 "，*号单
孔确定的!"和!*求出的!#&，$是 1234（%）近似公式求参方法中精度较低的，但比配线法高 !因此，在观测资料
丰富但又不能明确时空上最具代表性的观测数据情况下，建议采用 1734（ %）近似公式与最小二乘法结合，以
保证求参的可靠性 !

表 5 用各方法确定的压力传导系数!算出的各孔中!!"，#值与其实测值比较情况

"#$%& 5 6-78#)2(-/ -9 :-78.1&+!!"，# $4! 021; -$(&)*&+ +#1#

孔号
!#&，$

实测值

配线法

!配

计算值

"’
相对误差

" 6

1234（ %）近似公式（单孔）

!" !* !,

计算值

"’
相对误差

" 6
计算值

"’
相对误差

" 6
计算值

"’
相对误差

" 6

1234（ %）近似公式（多孔）

!多

计算值

"’
相对误差

" 6
" /%$* /%0,/ *"%/ /%$*" /%"$ /%&/, ",%+ /%$+"$ ,%. /%$+*, ,%$
* /%+0. /%$!$ +,%. /%,$& *+%/ /%+0& /%+ /%,!.$ "0%+ /%,!$. "0%*
, /%/" /%*,& **&/ !/ /%//$+ ,$%/ /%/,.& *.& !/ /%/"/* *%/ /%/"/+ +%/

算例 !［+］ 为在溶质运移问题中检验参数计算方法求水动力弥散系数的可靠性，表 +给出的数据是在
’/ # ,,,,%,, 8 ( ’,，( # .%/’ ( )，)* # /%.’* ( )的情况下，利用式（".）算出在 % # "%//’处的（ ’ " ’/）9 $ 数据 !

表 < $ % $= > # 数据

"#$%& < ?#1# -9 $ % $= > #

$ " ) /%"/ /%". /%*/ /%*. /%,/ /%,. /%+/ /%+. /%./ /%..

’ " ’/ /%.& /%*.! /%.// /%$!" /%0"! /%0!0 /%!+, /%!$& /%!0, /%!!"

根据地下水溶质运移理论及算例资料很容易得到该溶质运移模型的解析解

’
’/

+ /%.1234（ % , ($
* )*! $
）- /%.17:（ (%

)*
）1234（ % - ($

* )*! $
） （"+）

式中：’———时刻 $ 和位置 % 上溶质的浓度，8 ( ’,；’/———% # / 处的恒定浓度，8 ( ’,；(———对流速度，’ ( )；

)*———水动力弥散系数，’* ( )，当 % 足够大或 $ 足够长时，模型的解析解为

’
’/

+ /%.1234（#）

# + % , ($
* )*!










$

（".）

该算例观测资料丰富，利用式（"*）和式（".），可求得 )* # /%./,0’* ( ) !现将各种方法计算结果列入表 . !
从表 .中可看出，1234（%）近似公式求参相对误差最小；线性回归次之；正态分布函数法最大 !可见 1234（ %）近
似公式求参在精度上是有保证的，另外，它和线性回归相比又有计算简单的优点，因此建议实际工作中

1234（%）近似公式可广泛使用 !
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表 ! 各种方法计算结果对照
"#$%& ! ’()*#+,-(. (/ 01& 2()*30#0,(.#% +&-3%0- (/ 4#+,(3- )&01(5-

方法 精确解 !"#$（ !）近似公式 直线图解法 线性回归法 正态分布函数

"# $（%&·’( )） *+, *+,*- *+,)* *+,*. *+,/-
相对误差 $ 0 *+* *+1 &+* )+- )&+1

6 结 论

从公式的推导和算例应用上看：尽管 !"#$（!）近似公式在数学上不够精确（如 % 的存在），但在实际的地
下水运移问题的求参中，其精度已足够 &尤其与传统求参方法相比，操作过程简单，人为性明显减少，并且可
以在资料匮乏的情况下直接求参，所以 !"#$（!）近似公式在地下水运移问题的求参中具有实际应用意义。
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