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组合单元水质模型中的边界条件及污染源项反问题
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摘要：从反问题的角度出发，提出组合单元法求解水网地区水质特性的稀疏矩阵解法，在此基础上

给出无约束污染物边界浓度及污染源项一类反问题的提法及相应的最优控制求解方法 )该方法避
免了常规方法的试错求解过程及不确定性，可显著提高计算精度 )
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数学物理反问题是近年来发展起来的、与许多科技领域密切相关的一门新的交叉边缘学科 )与正问题相
反，其主要特征是研究各种物理现象的逆过程 )随着科学技术的不断发展，各学科（如地球物理、生物医学、材
料科学、工程水力学）提出了大量的亟待解决的反问题，在国内外已引起众多学者的广泛兴趣 )与正问题相
比，反问题一般不是物理可实现的，解常是不适定的，很难求出解析式 )用数值方法解反问题时，其解也会出
现不稳定问题，且工作量较大，因此相对正问题来说，求解更为困难 )但生产实践提出了许多亟待解决的反问
题，从而引起各学科科研工作者的重视 )近年来在流体力学领域，反问题的研究取得了较快的发展，文献［%，
!］对单一河道的源项进行过成功反演，但迄今未见水网地区水质反问题方面的研究报道 )

! 水网地区水质边界条件（污染源项）反问题的提法
在水网地区，环境管理部门对不同地域的河道制定了不同的水质指标 )为使水质达标，必须限制污染源

排放或入流边界的水质浓度 )因此，如何根据特定河道的水质指标限制条件，确定入流边界水质浓度及河段
污染物排放量，具有重要的理论及实际意义 )从物理角度出发，边界条件及污染源项是两个不同的概念，但在
组合单元水质模型中，它们则统一计入离散方程右端项中（从数学角度，两者处理方法一致，故以下统称为源

项）)目前常用试错法确定源项，即以水质限制条件为目标，反复调试未知源项至满足精度 )此方法工作量大、
经验性强且缺少统一的标准 )本文从反问题角度出发，给出稳态条件下源项控制反问题的提法及求解方法 )
! )! 稳态组合单元水质模型
在进行水质模拟或规划时，往往先由统计分析得出边界水位或流量，进行水量计算得到稳态流场，以此

作为水质模拟的输入条件，再进行稳态水质计算 )对水质模拟，由控制方程经差分运算得到差分形式的代数
方程［,］
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式中："———! 个单元的水质浓度组成的列向量；$———由源项产生的列向量；!———! 阶稀疏方阵，该矩阵
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式中：对流项取迎风差分格式；-!———第 ! 个单元的源强；%!，"———从单元 ! 流向单元 " 的流量；*!，"———单元

!及单元 " 的连接河道断面面积；(!，"———连接河道的流量系数；若 %!，" $ %，则取"!，" & !，反之"!，" & % .若

/（0）1 代表第 1 个边界河道入口断面浓度，它对被流入单元浓度的影响，计入在源项列向量 ! 的相应元素 2!
中，可令

2! # -! ’ %（0）1 ·/（0）1 （’）
式中 %（0）1 为第 1 个边界河道入口断面流量 .
! ." 反问题的提法
在给定水力条件、水质模型参数不变的情况下，任一单元污染物浓度取决于边界条件及污染源项的不同

组合 .对正问题，若给定源项（边界条件或污染源源强），求解方程（!），可得各单元浓度 " .现在的问题是，已
知某些单元内污染物浓度的观测值，即

/（ !"）! /"（ !"） " # !，"，⋯，- （(）
式中：-———已知观测浓度的单元个数；!"———单元的编号 .使上式中各单元浓度得到最大满足所对应源项即
为反问题待求的未知量 .与正问题相比，不同之处在于：正问题中应属已知的源项在反问题中成为未知的求
解目标；正问题中应属求解目标的某些单元的未知浓度 /（ !"）（ " & !，"，⋯，-）在反问题中则成为可测的 - 个
已知分量 .

" 反问题的构造
显然，待求的边界条件应使此 - 个单元的计算值充分接近给定值，因而，反问题转化成下列优化问题：

目标泛函 3 # )*+#
-

" # !
（/（ !"）$ /"（ !"））" （,）

约束条件 #" $ ! （-）
源强 21 # -1 1 # !，"，⋯，4 （.）
式中 4 为未知源项的个数（通过适当调整总可使未知源项的单元编号为 ! / 4）.反问题的求解转化为求最
优的 -1，1 & !，"，⋯，4，使得 3 最小 .

# 反问题的求解

# .! 局部基本解展开算法
设 ! &（ 2!，2"，⋯，24，2%4 0 !，2%4 0 "，⋯，2%&），其中，记 !（5）&（ 2!，2"，⋯，24）为待反演的源项，2%4 0 !，

2%4 0 "，⋯，2%& 为已知源项 .方程（!）为线性方程，由于线性方程的解满足叠加原理，故可在正问题的基础上将
解构造成各基本解的线性组合 .首先，根据已知及未知的污染源定义 4 0 !个 & 维列向量，令

!（%） #（%，%，⋯，2%4’!，⋯，2%&）1

!（!） #（!，%，⋯，%）1

!（"） #（%，!，%，⋯，%）1

!（4） #（%，%，⋯，%，!，%，⋯，%）1

其中，!（ 1）（1 & !，"，⋯4）的第 1 个元素为 !，其余元素均为 % .将上述 4 0 !个向量分别代入正问题控制方程
（!），可得到解的向量集，依次记为 "（%），"（!），"（"），⋯，"（4），称其为局部基本解 .其中 "（%）是与已知源项组
成的列向量 !（%）相对应的基本解 .这组解反映了正问题控制方程的基本特性，与外部施加的作用无关，即与
待求的 !（6）无关 .由于线性系统满足倍乘关系，对于任意的 !（5），将其代入方程（!）后，其解与基本解的关系
为

" # "（%）’#
4

! # !
2!"（ !） （!%）

将其第 !"（ " & !，"，⋯，4）个分量依次代入目标函数，得到
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图 ! 虚拟河网示意图
"#$%! &’()*+ ,- .#/)012 /#.(/ 3()4,/’

图 5 单元划分示意图
"#$%5 &’()*+ ,- (2(6(3) 71/)#)#,3

优化问题转化为上述二次函数 ! 对 *$，*&，⋯，*( 求极小的问题，将泛函 ! 分别对 *$，*&，⋯，*( 求偏导数，并
令其等于 %，得
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（*)%（ )）（ &$））+ %"（ &$）］%（ ,）（ &$）" % , " $，&，⋯，( （$&）

即得到 *$，*&，*( 满足方程

!"（-） " # （$’）
其中，
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注意，! 为非负对称矩阵，因为 ! 非负，故只要 ! 可逆，则必有使 ! 达到极小的解，由
"（-） " !+$# （$(）

求出，此即为所求的最优解 .
8 .5 算例
为了验证上述计算方法的可靠性，通常借用正问题的解

来构造反问题 .构造图 $ 所示河网，单元划分情况见图 & .先进
行正问题计算 .
整个河网划分为 ’)个单元，其中第 $，(，*三单元接流量边

界条件，合计入流流量为$&+%!’ , -，第 ’)单元接水位边界条件，
假设水位为 $ . (’ !，经水力模拟得流出第 ’) 单元的流量为
$& .%$’!’ , -，整个河网进出流量基本保持平衡；经检验其他所有
单元均能保持水量进出平衡，由于河网构造的“特殊性”，笔者还

进行了“对称性”检验 .以此求得的单元水位及单元间流量等水
力特性作为水质模型的水力条件进行水质模拟 .
构造各单元非齐次项列向量，不妨设第 $，(，*，$(，&$，&.等

/单元有污染物输入，相应的列向量为 " 0（&&，$)，&%，$&，$/，
$(）1，代表相应单元单位时间污染物的输入量（2 , -），其他单元
污染源输入假设为 %，将 " 代入正问题（$）中计算，可得各单元
浓度，任取第 )，&%，&3，’$ 等 ( 单元浓度为待验证浓度，求得与
污染物输入量 " 相应的 ( 单元浓度列向量 $" 0（. . (3) )/，
. .%$/$(，$% .3**3，$’ .(%. )）.求解反问题时，需由可测浓度 $"

反求右端源项，不妨设第 $，(，&$等 ’单元污染源（或边界条件）
输入为待求的未知量，则

"（-） "（#$，#(，#&$）
1 （$.）

令 "（%）0（%，%，⋯，%，&%，%，⋯，$&，%，⋯，$(，%，⋯，%）1，"（$）0（$，
%，%，⋯，%）1，"（&）0（%，%，%，$，%，⋯，%）1，"（’）0（%，%，⋯，%，$，%，
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⋯，!）" !式 !（!）中，#个非零元素分别位于第 $，%&，’(位；式 !（#）中，非零元素 %位于第 ’%位 !对应于式 !（!），
!（%），!（’）及 !（#）的基本解为

"（!） "（! !%%)*( # %!$’，! !)’((%，( !$#$#)，# !*&)+!）"

"（%） "（! !’&+%!，! !+*!($ # %!$’，! !%*+’’，! !$(()( # %!$#）"

"（’） "（! !+)$+* # %!$#，! !’#!!$，! !!($%)，! !!($%)）"

"（#） "（! !’#’)’ # %!$*，! !%+#*( # %!$’，! !)’$&) # %!$#，! !(#!&%）"

由上述基本解形成矩阵 # 及向量 $，利用式（’%）求得 !（%），见表 % !
表 ! 参数理论值与最优控制解

"#$%& ! "’&()&*+,#% -#%.& #/0 (1*+2.2 3(%.*+(/ (4 1#)#2&*&)3

参数 &% && &’%
理论值 ’’ !! %* !! %) !!
最优控制解 ’’ !!$!+ %* !!#’+ %) !!&$!

5 结 论

#6 本文给出组合单元水质模型，根据水质模型差分方程组的特征，提出在正问题中，用基本解的线性组
合构造正问题的解，首次给出无约束的水质边界浓度（或污染源源强）反问题的提法 ,

$6 用局部基本解展开算法进行反演，可充分利用正问题的程序，避免了其他优化方法中常用的迭代逼
近寻优过程，可直接得到最优解 ,本文给出的最优控制解法，对环境规划及环境管理具有重要理论意义 ,
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