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一类多目标优化问题弱有效解的优界数列法
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摘要：引进了求解一类多目标优化问题弱有效解的优界数列方法，给出了这种优界数列的构造法及

相应的算法 (算例表明，优界数列法是非常有效和可靠的方法，而且适用范围也较广泛 (
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在线性规划和非线性规划中，所研究的问题只含一个目标函数，为单目标优化问题 (但在很多实际问题
中，人们更多地会遇到同时追求多个目标在某种意义下的优化问题，为多目标优化问题 (
一些常见的多目标优化问题，可以归结为如下的数学模型：
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其中 ""+,，$#! -若记 . 2｛""+, 3 %&（"）!"，& 2 %，⋯，’；()（"）2 "，) 2 %，⋯，*｝，则上述模型可简化为
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其中 .$+, -对每个单目标分别求解，得最优解 "（ /），最优值 !%/ ，即
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称 !% 2（ !%% ，⋯，!%$ ）/为（$）的理想点，当 "（%）2⋯ 2 "（$）时，（$）有绝对最优解 "% 2 "（ /），/ 2 %，⋯，$，绝对有
效点 !% -但是，在一般情况下，很难保证有 "（ /）2 "（ &），%! /，&!$，即绝对最优解不一定存在 -因此，人们常常
寻求（$）的有效解或者弱有效解 -
目前求解多目标优化的有效解、弱有效解有多种方法，例如评价函数法，而带权的极大模理想点方法和

带权的极大极小方法是评价函数法中常用的两种方法［%］-
当已知理想点 !%时，带权的极大模理想点方法把求解（$）的问题转化成下列问题：
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其中&
$
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为了求其解，得把（+）转化成如下的单目标优化问题：
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对每个给定的’!"4，则相应于（+）的最优解必是（$）的弱有效解［%］-而带权的极大极小方法是将（$）转化成下
面的问题：
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同样地，还得将（!）转化为下面的单目标优化问题：
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一般地，人们通常把求解（*），（!）的问题转化为求解（+）和（)）)在求解非线性规划问题的方法中，最有效
的算法之一是广义简约梯度法（,-,法）)然而在此方法的收剑性的充分必要条件中，约束问题需满足非退
化性［.］)另一方面，即使用 ,-,法求解非线性规划问题也只能保证所求解的问题的 /01点（即 /23$0124567
点）)但在一般情况下，/01点不一定是最优解 )
对此，我们引进了优界数列法，可以直接求解问题（*）和（!），而不必转化成（+）和（)）)而且在通常条件

下，这种方法可保证所求解是问题（*）和（!）的最优解 )此方法关键是构造优界数列逼近最优值 )本文针对目
标函数及约束函数是 8#9%43#’:类函数的问题（*），（!）构造优界数列，同时给出了相应的算法，从而得到了求
解多目标优化问题（;）弱有效解的一种行之有效的方法 )本文中所用的一些记号及相关术语均引自于［(，.］)

! 优界数列的构造
如在（(）中令 *（!）< "=>

(" &" (
｛’&（!）｝，则 *（!）就是（(）的一种评价函数 )可将问题（(）及（.）转化成如下的

带约束条件的极大极小问题：
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其中 !!12 )可行域仍记为 " <｛!!12 A +,（!）"@，, < (，⋯，-；./（!）< @，/ < (，⋯，0｝)
显然（*）和（!）同属此类问题 )
令 3 是一个正数，"#12，’&："$1（ & < (，⋯，(）是给定的函数，’(，⋯，’( 的极大熵函数"3："$1，定义

为
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引理 (［;］ 设 *（!）< "=>
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引理 .［;］ 给定#C @，存在 5 C @，使得当 3 C 5 时，对%!!"，总有
6"3（!）7 "=>
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并且对一切正整数 3，"3（!）关于 3 是单调减少的 )
注：在［;］中 3 为正整数，可以证明对 3 C @，引理 (及引理 .同样成立［D］)
引理 "［D］ 设｛39｝是单调增加的正数数列，B#"
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39 < E )记可行域为 " )问题（?），（(@）有最优解 !’，令

｛$9｝是一个实数数列，使得 9((时，$9"$< "#$
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利用这些引理，可以构造一系列的极大熵函数｛"39
｝来作为极大极小问题（?）及（(@）（即问题（*）和（!））

的带约束条件的优界数列｛$9｝)
记区间 ; <（;(，⋯，;2）

1 <｛!!12｝A ;&"!&";&，& < (，⋯，2｝，区间 ; 的中点、宽度分别记为 -（;）<

（-（;(），⋯，-（;2））
1，-（;&）<

(
.（;& F ;&），& < (，⋯，2 与 <（;）<（<（;(），⋯，<（;2））

1，<（;&）< ;& H,;&，&

< (，⋯，2；令 ’’（;）<｛’（!）A !!;｝)
设 ;#;（@），’（!）在 ; 上的区间扩张为 =（;），若当 <（;）$@时，有
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称 !（"）的区间扩张 #（$）具有收敛性质［!］%
在问题（"）及（#$）中，设 &（ "）%（ !#（ "），⋯，!’（ "））& 的每个分量 !(（ "）是带有 ’()*+,(-. 常数 )( 的

’()*+,(-.连续函数，并设 !#，⋯，!’ 的极大熵函数是!*（"），它的区间扩张"*（$）可如下构造：对!$"$（$）"
+,，!"#$，

!*（"）#"*（$）-!*（.（$））/ )（$ 0 .（$）） （#!）
再设（#$）中的约束条件 12（"）（ 2 % #，⋯，.），34（"）（ 4 % #，⋯，5）连续且具有包含单调性及收敛性质的区

间扩张 62（$）（ 2 % #，⋯.），74（$）（ 4 % #，⋯，5），记 8（$（$））为广义可行区间集，设62（$）% */)62（$），2 % #，
⋯，.，则

8（$（$））-｛$ " $（$） 9 62（$）$ $，2 - #，⋯，.；$# 74（$），4 - #，⋯，5｝

这样，当初始区间$（$）被剖分成等宽度的:个小区间$（ (），( % #，⋯，;时，%<（$（ (））%0 % #
;%<（$（$））%0，

( % #，⋯，; %令"*;
（$（ (））%!*;

（.（$（ (）））1 )（$（ (）2 .（$（ (）））%

为了考虑（#$）式，仅取 $（ (）# 8（$（$））的子区间，令整标集 8 %｛( 3 $（ (）# 8（$（$））｝，再作

#; - 4(5
(# 5
｛(56（"*;
（$（ (）））｝

下面证明｛#;｝即是问题（"）及（#$）最优值的下界数列 %
定理 ! 设带约束极大极小问题（"）及（#$）的最优值#% &（"&），给定$7 $，存在 : 7 $，使得 ;$: 时，

有

9# 0#; 9 =$ （#8）

证明：由引理 9，如果 ;#充分大，;$;#，则 3!*;
（"）2 &（"）3 :$9，!"#$（$），显然

9!*;
（"&）0 &（"&）9 - 9!*;

（"&）0# 9 = $9 （#;）

若 ;9充分大，;$;9，由收敛性质，当%<（$（ (））%0 % #
;%<（$（$））%0 :%时，有62（$（ (））’$，2 % #，⋯，.；

又因为 34（ "）连续，故 <（ 3&4（ $（ (）））:$9 时，由（#<），<（&4（ $（ (）））:$，$（ (）# 8（ $（$）），74（$（ (））’$’

74（$（ (）），4 % #，⋯，5；(# 8 %另一方面，由#; 的构造，至少存在一个 $（ (）# 8（$（$）），不妨设 $（ 2），使得
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（$（ (）））｝

由（#!），
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因此
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让 ;?充分大，当 ;$;?，且 >(4
;(0

*; % 0，由（#=），

9!*;
（"&）0#; 9’$9 （#"）

这样，取 : % 4@A｛;#，;9，;?｝，由（#;）和（#"），得 ;$:，3#2#; 3 :$%
定理 #提供了计算极大极小问题（"）及（#$）最优值的优界数列的一种方法，这样也就给出了求解多目标

优化问题（?）弱有效解的优界数列方法 %

" 算 法

引理 #［?］ 设 $"$（$），且)& 是 4(5
"#$（$）

4@A
#’ (’ ’
｛!(（"）｝在 $（$）上的一个上界，并设!"#$，且对至少一个 ;

#｛#，⋯，’｝，
!;（"）>)& $ && - 4(5

"#$（$）
4@A
#’ (’ ’
｛!(（"）｝ （9$）
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则在 ! 中不存在极大极小点 "
现在给出多目标优化问题（!）的弱有效解的优界数列方法的算法 "
设（"）及（#$）中的函数均为 %&’()*&+,连续函数，#$（ %），$ - #，⋯，&；’(（ %），( - #，⋯，)；*+（ %），+ - #，⋯，,

的区间扩张分别为 -$（!），$ - #，⋯，&；.(（!），( - #，⋯，)；/+（!），+ - #，⋯，, "而 ##，⋯，#& 的极大熵函数

!0（%）的区间扩张为"0（!）"算法如下：（.）初始化 " ! - !（$），精度#/ $，1- - 0.1
#! $! &
｛#$（)（!））｝，（"）及（#$）的

一个上界记为 2-，-3（!）- &23 0.1
#! $! &
｛-$（!）｝"表 %中元素记为（!，-3（!），1-（!））"（4）取表 %中第一个元

素（!，-3（!），1-（!）），若 5 -3（!）6 2- 5 7#转步（ &）"（)）等分 ! - !（#）" !（8），检验 !（#），!（8）是否属于
3（!（$）），若是，转下一步；不是，删除 "（9）若 &23（-$（!（#）））/ 2-，$ - #，⋯，& 至少有一个成立，由引理 :，删除

!（#）"同样地对 !（8）进行讨论 "（;）若 &23（"04
（!（#）））6 #

04
<2（ &）/ 1-（!（8）），由引理 #，删除 !（#）"同样地对

!（8）进行讨论 "（ 3）把（!（ $），-3（!（ $）），1-（ !（ $））），$ - #，8，排入表 % 中，以 -3（ !（ $））的大小为序 "（=）若
)（!（#）），)（!（8））为可行点，令 2- - 0&2（1-（!（#）），1-（!（8）），2-）"（*）如表 %是空的，打印相关信息，转步
（>），否则转步（4）"（&）打印结果，可得（!）的弱有效解 )（!）及弱有效点（ ##（)（!）），⋯，#&（)（!）））? "（>）结
束 "
我们得到（"）和（#$）的近似最优解 %#，是多目标优化问题（!）的弱有效解 "

! 算 例

例 " 求解
5 6 0&2（ ##，#8）6 0&2（7 %8# 7 %88，%# 7 %8）

( @ + @
%8# 8 %88 7 %# 7 %8! $ "8A
%#，%8${{

$

（8#）

解：用加权极大极小方法，不妨取$# -$8 - $ "A，即

0&2 0.1｛$ "A（7 %8# 7 %88），$ "A（%# 7 %8）｝

( @ + @
%8# 8 %88 7 %# 7 %8! $ "8A
%#，%8${{

$

（88）

若用 BCB法求解（88）需转化为单目标规划如下：
0&25（%，9）6 9

( @ + @

’# 6 7 %8# 7 %88 8 %! 7 89 6 $
’8 6 %# 7 %8 8 %: 7 89 6 $

’! 6 %8# 8 %88 7 %# 7 %8 8 %A 6 $ "8A
%#，%8，%!，%:，%A$























$

（8!）

计算 （%’#，%’8，%’!）6
7 8%# 7 8%8 # $ $ 7 8
# 7 # $ # $ 7 8

8%# 7 # 8%8 7









# $ $ # $

?

取 %2 -（%!，%:，%A）?，%: -（%#，%8，9）?，初始可行点 %（$）-（$，$，$，$，$ "8A，$）? "因此是退化问题，可求得 ;: -
（$，$，#）?，&%（$）: - %（$）: D%<: -（$，$，6%）?，并得&%（$）-（$，$，$，$，$ "8A，$）? - %（$），故计算无法进行 "用优界数列
法直接求解（88），精度#7 $ "A E #$6 A，迭代 #F8次，表 %尚有 "个元素，计算结果：（8#）的弱有效解为 %# -
（$ "$$$$$:，# "8$F##8）?，弱有效点 ## -（ 6 # ":AF##"，6 # "8$F#$G）? "
事实上，在一些实际问题中是很难预先判断问题是否是非退化的，如例 #，因此，为了解决这种退化问

题，人们还得设计一些其他的可行方法，这样必然给计算增加一些新的困难 "但是，优界数列法不但可以避免
退化与非退化问题的讨论，亦可避免进行初始可行点选择的讨论 "
例 # 求解
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! " !"#（# $$% # $$$ # %，$% # $$ # $）

& ’ ( ’
$$% % $$$ # $% # $$! ) &$*
$%，$$"{{

)

（$+）

解：同上例，即求解

!"# !,-｛) &*（# $$% # $$$ # %），) &*（$% # $$ # $）｝

& ’ ( ’
$$% % $$$ # $% # $$! ) &$*
$%，$$"{{

)

（$*）

同样地为了利用 ./.法，则需将（$*）转化成
!"#’（$，(）" (

& ’ ( ’

# $$% # $$$ % $0 # $( " %
$% # $$ % $+ # $( " $

$$% % $$$ # $% # $$ % $* " ) &$*
$) " )，) " %，⋯，























*

（$1）

给出初始可行点 $（)）2（)，)，%，$，) &$*，)）3，经迭代收敛到 $* 2（)，)，)，%，) &$*，4 ) &*）3，不难验证 $*是 563
点，’（$*）2 4 ) &* &取可行点 $+ 2（) & $，) & 7，) & )7，%，) & *8，4 ) & 7）3，则 ’（ $+）2 4 ) & 7 9 ’（ $*）2 4 ) & * &因
此，$*是（$1）问题的 563点，但不是（$1）的最优解 &如果用优界数列法求解（$*），!9 ) &* : %)4 *，迭代 8;次，表
<中尚有元素*个 &计算结果如下：（$+）的弱有效解为$# 2（) &0)1$*)，% &0++)8+）3，弱有效点 ,# 2（ 4 $ &;))0$+，
4 $ &;;+$$+）3 &
由此例可以看出，对非退化问题（$1），虽然 ./.法可以求出 563点，但 563点也不一定是最优解（除非

是凸规划的情况），但使用优界数列可以直接构造出问题（$*）的最优值的优界数列 &只要最优值存在，目标函
数和约束函数是 <"=&>?"(@连续的，则所构造的优界数列就一定收敛到最优值，因此用优界数列法计算就更可
靠一些 &
此外，优界数列法并不像 ./.法等方法那样需要目标函数及约束函数具有一阶偏导数存在，所以用优

界数列法可以解决更为广泛的一些问题 &
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