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摘要：基于二阶线性偏微分方程式的差分数值解法，推算出椭圆型、抛物型和双曲型三类偏微分方

程的差分计算公式，计算程序表及所采用的 )*+,-计算格式，并采用分别属于以上三类偏微分方程
的三个水力学实例加以验证 ’结果表明，这种方法具有赋值精确、计算快速准确等优点 ’
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)*+,-软件具有强大的计算能力，计算时它可以利用工作表单元之间的相对位置来准确地复制公式和其
它数据［$］’由于 )*+,-工作表的计算空间非常大（!&#列和 #& &1#行）［!］且便于迭代计算，所以它不仅能很快
地计算水文学或水力学有关问题（如流量频率曲线、洪水过程线等），而且也可以计算其他较难的问题 ’下面
以 1个水力学实例来说明 )*+,-工作表在线性偏微分方程式数值求解中的应用 ’

& 椭圆型偏微分方程式的实例
如图 $所示的坐标原点 ! 处有一抽水井 "由于抽水井工作，使井附近的地下水位降落 "令在域 $""!#!

/""和 "!$!1""2的底边、左边和顶边处的观测井中测得的水位如图 $所示，试计算 %，&，’，(，)，* 点处
的水头值，允许误差!!" ""$［1］"

图 & 例题 &的边界条件
’()*& +,-./012 #,./(3(,.4 5,1 61,7%$8 &

解：令地下水渗流的水头函数为 +（#，$），则有［/］
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边界条件：第一类 +（#，$）
&./01

3#+（已知）

第二类 "+
"# &.1

3 (#
&.1

3 "

为了计算方便，将 $ 轴移到域的左边界 $2处，且 3，4 的序号
从 $开始 "取网格的步长"# 3"$ 3 $"" 2 "此时，节点 %，&，’，
(，)，* 的函数值的计算采用高斯 塞德尔的差分迭代公式，即

+（ 5,$）3，4 - $
/

+（5）3 ,$，4 , +（ 5,$）3 6$，4 , +（5）3，4 ,$ , +（ 5,$）3，4 6( )$

由于第二类边界条件，对于节点 ’ 和*，要假设 +（ 5）3 4 $，4 3 +（ 5）3 5 $，4 "
现建立计算程序 "打开 )*+,-工作表后，必须按表 $所示的格式来输入数据和公式 "
表 $说明第一次和第二次的计算公式 "从第三次计算，只要把第二次的所有数据和公式都复制到下面，

如此类推，一直到!!" ""$为止 "计算过程表明，从第三次计算只要迭代 (次就可以达到!6 " " ""7的结果，
如表 !所示 "
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表 ! 例题 !的 "#$%&程序
’()&% ! "#$%& *+,-+(. /,+ *+,)&%. !

! " # $ % & ’ (

! ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

" 点号 (（ )）
*，+ (（ )）

* # !，+ (（ ) # !）
* $ !，+ (（ )）

*，+ # ! (（ ) # !）
*，+ $ ! (（ ) # !）

*，+ !
% ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

& , ’ ’ ( -!) ’ ( -*+ ,（#& # $& # %& # &&）.& , !"/（’& $ "&）
* / ’ ’ , ’& ’ (-)) 复制 ’& 复制 (&
+ 0 ’ , ’* , ’* ’ .-"*
( 1 ’ ’ (-+. .-!. , ’&
. 2 ’ ’ , ’( .-%+ , ’*
) 3 ’ , ’. , ’. .-*% , ’+
!’ , , ’& , ’* (-!) , ’( (-*+
!! / 复制 "!’ , ’+ , ’!’ , ’. (-))
!" 0 , ’!! , ’!! , ’) .-"*
!% 1 , ’. (-+. .-!. , ’!’
!& 2 , ’) , ’!% .-%+ , ’!!
!* 3 , ’!& , ’!& .-*% , ’!"

!!’ -’!

表 0 第 1次迭代后所算出的节点水头值
’()&% 0 2%34&5 ,/ $,.*45(56,7 (/5%+ 58% 158 65%+(56,7

点号 (4 (* # !，+ (* $ !，+ (*，+ # ! (*，+ $ ! (4 # ! !
, (-+&%) (-)*’! (-!)’’ (-.).. (-*+ (-+&)( ’-’’*.
/ (-)*’! .-’.+. (-+&)( .-!’!* (-)) (-)*(’ ’-’’+)
0 .-’.+. (-)*(’ (-)*(’ .-"’&) .-"* .-’)"" ’-’’*&
1 (-.).. .-!’!* (-+.’’ .-!. (-+&)( (-)’". ’-’’&’
2 .-!’!* .-"’&) (-)’". .-%+ (-)*(’ .-!’+" ’-’’&(
3 .-"’&) .-!’+" .-!’+" .-*% .-’)"" .-"’.+ ’-’’%(

图 0 例题 0的示意图
96-:0 ;$8%.(56$ <6(-+(. ,/ *+,)&%. 0

图 = 速度 !（"，#）的变化曲线
96->= ?(+6(56,7 $4+@% ,/ !（"，#）

0 抛物型偏微分方程式的实例
如图 "所示，两无限平板的间距 5 , ! /0，其中充满运动粘滞系数

", ! /0" 1 2的油 -当上平板作水平运动时，在 ’ - ! 2时间内速度由 ’线
性地增加到 6’ , !’ /0 1 2，其后以速度 6’ 作匀速运动，如图 %所示 -试
求两平板间的速度分布随时间的变化［%］-
解：本题说明速度 6 是随时间 7 和坐标 8 而变化的 -其变化规律归

结为下面定解问题：

"6
"7 9""

"6
"8"

初始条件： 6（ 8，’）9 ’

边界条件： 6（’，7）9 ’
6（ :，7）9 !’6’ 7 ’ ; 7 ; ’ -!
6（ :，7）9 6’ 7 # ’ -{ !

上面定解问题的显式差分解法如下：

( $ 将 8 轴分成< , !’等份，取步长为 = , ’ -! /0，取时间步长为!7 -
) $ 假设节点（ *，4）处的速度 6（ 8，7）可用 6*，4近似地表示，这时

8 ,（ * $ !）=而 7 ,（4 $ !）!7 -
其中 * 为位置坐标序号，4 为时层序号 -此时初始条件变为 6*，! , ’，边
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界条件变为

!!，" # "
!$%!，" # !"!"（" & !）!’ " ( "!’ ( " )!
!$%!，" # !" "!’ # " ){ !

! ! 把!!
!’ #!

!$!
!*$
方程式的左端采用向前差分格式，右端采用中心差分格式，整理后得到时层 " % !内节

点的速度为：!+，" % ! #!!
’

,$（!+ % !，" & $!+，" % !+ & !，"）% !+，" )令 - #!!’
,$ ，为了保证得到稳定的数值解，要求 - 满

足 " ’ - #!!’
,$ ’ " )( )假定 - # " )$(，则!’ # " )$( ) " )!

! )" # " )""$(，而时层 " % !内节点的速度变为

!+，"%! # -!+%!，" %（! & $ -）!+，" % -!+&!，" + # $，*，⋯，$， " # !，$，⋯
由于假定 - # " )$(，所以!’ # " )""$(，且当 " # +"时，"·!’ # " )!，则从 " # +!起，!$ % !，" # !!!，""!"," )
现建立计算程序 )打开 -./01工作表后应按表 *所示的格式来输入数据和公式 )

表 " 例题 #的 $%!&’程序
()*’& " $%!&’ +,-.,)/ 0-, +,-*’&/ #

. / 0 1 2 ⋯ 3 4

! ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

$ ! $ * + ⋯ !" !!
* ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

+ ! ","" ","" " )"" ","" ⋯ ","" ",""
( $ ","" # " )$(#（1+ % /+）% " )(#0+ 复制 0( 复制 0( ⋯ 复制 0( # !"#!"#.+#" )""$(

++ +! " )"" !" )"

$2+ $2! " )"" !","

输入上面的数据后，把第 (行的所有数值和公式都复制到下面，一直到输出数据达到稳定状态为止 )本
题中，当 " # $2!时，输出的数据已达稳定状态 )表 +只显示了时间 ’ # $" + % !（ + # "，!，$，⋯，!*）时刻的输出
结果 )

表 1 例题 #的计算结果
()*’& 1 2&34’5 -0 !-/+45)56-7 0-, +,-*’&/ #

"
$

! $ * + ( 2 3 4 5 !" !!

! ","" ","" ","" ","" ","" ","" ","" ","" ","" ","" ",""
$! ","" ","" ","! ","* ","3 ",!4 ",+" ",3* !,2$ $,5* (,""
+! ","" ","4 ",!5 ",*3 ",23 !,!+ !,45 *,"" +,2$ 2,5" !",""
2! ","" ",*" ",2( !,!" !,3! $,(* *,(5 +,5" 2,++ 4,!3 !",""
4! ","" ",(+ !,!* !,4" $,(4 *,+5 +,(2 (,33 3,!" 4,(* !",""
!"! ","" ",3$ !,+2 $,$2 *,!* +,"4 (,!* 2,$2 3,+2 4,3$ !",""
!$! ","" ",4* !,23 $,(( *,+3 +,++ (,+3 2,(( 3,23 4,4* !",""
!+! ","" ",45 !,4" $,3$ *,24 +,22 (,24 (,3$ 3,4" 4,45 !",""
!2! ","" ",5+ !,44 $,4* *,4" +,35 (,4" 2,4* 3,44 4,5+ !",""
!4! ","" ",52 !,5* $,5" *,44 +,43 (,44 2,5" 3,5* 4,52 !",""
$"! ","" ",54 !,5( $,5+ *,5* +,5$ (,5* 2,5+ 3,5( 4,54 !",""
$$! ","" ",55 !,53 $,52 *,52 +,5( (,52 2,52 3,53 4,55 !",""
$+! ","" ",55 !,54 $,54 *,53 +,53 (,53 2,54 3,54 4,55 !",""
$2! ","" ",55 !,55 $,55 *,54 +,54 (,54 2,55 3,55 4,55 !",""
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图 ! 例题 "的边界条件
#$%&! ’()*+,-. /(*+$0$(*1

2(- 3-(4567 "

" 双曲型偏微分方程式的实例
试计算一维波动问题［!］!基本方程式为

!""
!#" $!

""
!%"

初始条件： "（%，#）$ $%&!%（#" % " &） !"
!# # $ #

$ #

边界条件： "（#，#）$ # "（ &，#）$ # # # #
解：典型一维波动方程式关于函数 "（%，#）的定解问题为：［’］

基本方程式 !""
!#" $ ’"!

""
!%"

初始条件 "（%，#）( (（%） !"
!# # ( #

( #

边界条件 "（#，#）( )（ #） "（ &，#）( *（ #）

图 8 例题 "的计算图
#$%&8 9(73)0,0$(*
2(- 3-(4567 "

其中 ’ 是波速，& 是域的长度，如图 ’所示 !
这典型定解问题的直接差分解法如下：

, ! 将 % 轴分成+ 等份，# 轴分成 , 等份 !假设 - 为 % 的步长，. 为 # 的
步长 !

4 ! 若节点（ /，0）处的 " 值用 "/，0表示，且 /，0 的序号从 )开始，则有 % (
（ / * )）-，# ( 0.，如图 +所示 !其中 / ( )，"，⋯，+ , )；0 ( )，"，⋯，, !初始条
件变为

"/，) ( (/
)
.（"/，" * "/，)）( #$"/，" ( "/，

{
)

/ ( "，!，⋯，+

边界条件变为
")，0 ( )0

"+ , )，0 ( *{
0

0 ( )，"，⋯，,

/ ! 若对基本方程式两端都用中心差分格式表示，整理后并令 1 ( ’" ."
-" ，则内节点函数的差分计算公式为

"/，0 2) $ 1"/2)，0 2 "（) 3 1）"/，0 2 1"/3)，0 3 "/，0 3) / $ "，!，⋯，+ 0 $ )，"，⋯，,
本题 ’ ( ) !#，(（%）( $%&!%，)（ #）( #，*（ #）( # !假定 1 ( # !"+，+ ( -，, ( )#，& ( )#，则有 "（) * 1）( ).+#，- (

& 4 + ( )# 4 - ( ) !"+，. ( 1-" 4 ’% " ( # !/"+ !
初始条件变为

"/，) ( $%&［! !)’)+0（ / * )）-］

"/，" ( "/，
{

)

边界条件变为
")，0 ( #
"+ , )，0

{ ( #
现建立计算程序 !打开 12345工作表后按表 +所示的格式来输入数据和公式 !

表 8 例题 "的 :;/65程序

<,456 8 :;/65 3-(%-,7 2(- 3-(4567 "

6 7 8 9 ⋯ : ; <

) ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

" ) " ! ⋯ = - 0
! ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯

’ ) #.##### ( >;?（!@)’&（5" * )）&)@"+） 复制 5’ ⋯ ⋯ ⋯ #.####
+ " #.##### ( 5’ 复制 5+ ⋯ ⋯ ⋯ #.####
/ ! #.##### ( #@"+&（7+ , 9+）, )@+&5+ * 5’ 复制 5/ ⋯ ⋯ ⋯ #.####

)’ )) #.##### ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ ⋯ #.####
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输入以上数据后，把 ! 列的 !个公式复制到 " " # 列，然后把第 #行的所有数据都复制到下面，一直到
$ $ % % &行为止，如表 #所示 ’

表 ! 例题 "的计算结果
#$%&’ ! (’)*&+ ,- .,/0*+$+1,2 -,3 03,%&’/ "

$
&

& ( ! ) * # + , -

& ./.... 0 ./+.+& &/.... 0 ./+.+& ./.... ./+.+& 0 &/.... ./+.+& ./....
( ./.... 0 ./+.+& &/.... 0 ./+.+& ./.... ./+.+& 0 &/.... ./+.+& ./....
! ./.... 0 ./&.!# ./&)#) 0 ./&.!# ./.... ./&.!# 0 ./&)#) ./&.!# ./....
) ./.... ./*,,) 0 ./,!(& ./*,,) ./.... 0 ./*,,) ./,!(& 0 ./*,,) ./....
* ./.... ./++,& 0 &/&..) ./++,& ./.... 0 ./++,& &/&..) 0 ./++,& ./....
# ./.... ./!.!+ 0 ./)(-* ./!.!+ ./.... 0 ./!.!+ ./)(-* 0 ./!.!+ ./....
+ ./.... 0 ./)!.. ./#.,& 0 ./)!.. ./.... ./)!.. 0 ./#.,& ./+!.. ./....
, ./.... 0 ./+-## &/&(## 0 ./+-## ./.... ./+-## 0 &/&(## ./+-## ./....
- ./.... 0 ./),!! ./#,!* 0 ./),!! ./.... 0 ./),!! 0 ./#,!* ./),!! ./....
&. ./.... ./()(* 0 ./!)!. ../()(* ./.... 0 ./()(* ./!)!. 0 ./()(* ./....
&& ./.... ./+#&! 0 &/.+#+ ./+#&) ./.... 0 ./+#&! &/.+#+ 0 ./+#&! ./....

4 结 语

从 !个例题可以看出，利用差分格式求解二阶线性偏微分方程式时，由 12345工作表编制的程序要比
67898:;或其它计算语言的程序更简单，且计算速度也很快 ’除了偏微分方程以外，12345软件还可以计算
其它类型的问题 ’
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